Kapitel 5

Die Relativitatstheorie und ihre
Paradoxa

5.1 Pseudoeuklidische Geometrie

Die Einsteins Relativitétstheorie von 1905 [35, 39, 83] 148t sich in einem Satz zu-
sammenfassen:

Die Mechanik hat sich nach der Wellenausbreitung zu richten.

Tatsédchlich hat sich alle Physik danach zu richten, und nur die Gravitation bedarf
weiterer Prézisierung. Um 1900 war aber das Verhéltnis von Elektrodynamik und
Mechanik von besonderem Interesse. Die Elektrodynamik pafite von vornherein in
den von der Lichtausbreitung gegebenen Rahmen, schliefllich ist sie ja die Theorie
im Hintergrund der Lichtausbreitung. Sie hatte bereits den formalen Aspekt der
neuen Transformationsgruppe von Inertialsystemen geliefert!. Die Lichtausbreitung
definiert nun Kinematik und Geometrie?. Die Relativitit in der Mechanik hat die-
ser Geometrie zu entsprechen. Auch hier werden wir die Mechanik nur so weit wie
in den vorangegangenen Kapiteln besprechen, d.h., wir werden uns den Impulser-
haltungssatz und die trige Masse ansehen. Wir beginnen damit, die Relativitét der
Gleichzeitigkeit zu erkldren und die elementaren Konstruktionen zusammenzufassen.
Dann sehen wir uns das Analogon des Satzes des Pythagoras an, das den Abstand
zwischen zwei Ereignissen festlegt. Der néchste Schritt ist die Bestimmung der Ge-
schwindigkeitsabhéngigkeit der Masse. Sie ist das zentrale Argument. Wir fiigen

!Einsteins erste Arbeit behandelte die Kinematik und die Elektrodynamik. Die Mechanik wurde
erst in den folgenden Arbeiten ausgefiihrt. Planck argumentierte mit diesen Arbeiten fiir Einsteins
Zuwahl in die Preuflische Akademie der Wissenschaften in Berlin.

2Betrachten wir die universelle Isotropie der Lichtausbreitung als Konvention, vereinbaren wir
damit auch die Geometrie als eine Konvention, die sowohl mit unserem Vorurteil iiber die Licht-
ausbreitung korrespondiert als auch mit der Erfahrung, die wir als iibereinstimmend mit unseren
Vorurteilen empfinden [2]. Das kann man aber so einfach nicht sehen, wie in Kapitel 10 noch einmal
dargestellt wird.
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die Diskussion der sogenannten Zeitdilatation und der L&ngenkontraktion an und
schliefen mit einigen Bemerkungen zur Uberlichtgeschwindigkeit.

Die neue Geometrie ist durch die Eigenschaften der Lichtausbreitung definiert.
Der grundlegende Unterschied zur Galilei-Geometrie der Raum-Zeit ist schon in
Abbildung 4.1 zu erkennen: Die Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse B und C héngt
von der Bewegung des Spiegels ab, nur bei einer bestimmten Geschwindigkeit des
Spiegels wird C' Spiegelbild von B und damit als gleichzeitig zu B beurteilt. Wir nen-
nen das Relativitit der Gleichzeitigkeit zur Abgrenzung gegen die absolute Gleich-
zeitigkeit, die wir unter den Voraussetzungen der Galilei-Newtonschen Mechanik
gefunden haben. Wir haben schon gesehen, dafl die absolute Gleichzeitigkeit der
Galilei-Geometrie unmittelbar mit der Geschwindigkeitsunabhéngigkeit der Masse
und mit der additiven Zusammensetzung der Geschwindigkeiten zusammenhéngt.
Nun konnen sich also die Geschwindigkeiten nicht mehr additiv zusammensetzen,
und die Massen werden von der Geschwindigkeit abhéngen. Das Erste kann uns nicht
erstaunen, denn es war unsere Voraussetzung: Die Zusammensetzung der Lichtge-
schwindigkeit mit irgendeiner anderen Geschwindigkeit ergibt immer wieder nur die
Lichtgeschwindigkeit®. Das Zweite werden wir noch einmal illustrieren, wenn wir
etwas mehr von der neuen Geometrie der Welt dargestellt haben.

Sehen wir uns also nun die Geometrie an, deren Spiegelungsvorschrift sich an
Abbildung 4.1 orientiert. Sie heifst Minkowski-Geometrie. Im Fahrplan ist die Nei-
gung der Weltlinien von Lichtsignalen unverénderlich. Die Kegel, die von den Licht-
signalen eines festen Ereignisses erzeugt werden, heiflen Lichtkegel. Jedes Ereignis
tragt einen Lichtkegel. Wir nennen die Linien mit der charakteristischen Neigung
der Weltlinien von Lichtsignalen lichtartige Linien. Eine lichtartige Weltlinie wird
immer wieder in eine solche Weltlinie gespiegelt. Das nutzen wir zur Konstruktion
der allgemeinen Spiegelung (Abb. 5.1). Dabei ist die zentrale Figur der Konstruktion
das Lichteck. Es ist ein Parallelogramm aus lichtartigen Weltlinien. Seine Diagona-
len sind — nach Bewertung durch die neue Geometrie — nun lotrecht aufeinander. Sie
teilen das Lichteck in vier Dreiecke, von denen sich die jeweils gegeniiberliegenden
durch Parallelverschiebung zu einem Quadrat ergénzen. Zu jeder Diagonalen liegen
die beiden nicht beriihrten Punkte spiegelsymmetrisch zueinander®. Auch der eukli-
disch bemessene Flacheninhalt einer Figur wird bei der Spiegelung nicht veréndert.

3Dies gilt im Rahmen der MeBgenauigkeit. Genauer, die Lichtgeschwindigkeit miisste nicht un-
bedingt mit der absoluten Geschwindigkeit identisch sein. Die Gesetze der Lichtausbreitung decken
auf, daf} es eine absolute Geschwindigkeit gibt, ob das nun die Geschwindigkeit realer Dinge ist
oder nicht. Wir folgen aber dem allgemeinen und wohlbegriindeten Brauch, Lichtgeschwindigkeit
und absolute Geschwindigkeit synonym zu behandeln.

“Wenn wir wie hier die lichtartigen Richtungen so in der Zeichenebene wihlen, da sie nach
(hilfsweise) euklidischer Beurteilung senkrecht aufeinander stehen, dann ist das Lichteck nach eu-
klidischer Beurteilung ein Rechtecks. Zwei Geraden stehen dann in der neuen Geometrie senkrecht
aufeinander, wenn der von ihnen gebildete Winkel von den lichtartigen Richtungen nach euklidischer
Beurteilung halbiert wird. Diese Betrachtungsweise kann ganz niitzlich fiir die schnelle Zeichnung
sein, ist aber bei der Benutzung allein der Konstruktionsmittel der gefundenen Geometrie nicht be-
griindet. Die beiden lichtartigen Geradenbiischel konnen irgendwie liegen. Wichtig fiir die Geometrie
und ihre Konstruktionen ist allein ihre Existenz.
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Wir zeichnen das Lichteck A Ag S[A] A1 und
finden die Lotrechte AS[A] senkrecht g.
Wir erwarten nun fiir den Léngenvergleich
d[O, A] = d[O,S[A]] und fiir den Winkel- ‘
vergleich ZAOAy; = LA>0S[A]. Die Verbin- /2N Rt
dung AS[A] ist das Lot auf der Verbindung :
g der Punkte A; und As. Das ist identisch
mit unserer Schlufifolgerung in Abb. 4.8.
Wie wir noch sehen werden, kann man die-
se Konstruktion als analog zu Abb. 3.4 se-
hen, weil in der nun entstehenden Geometrie
alle Strecken des Lichtecks A A; S[A] Ay die
Lénge Null haben. Die Diagonalen eines
Lichtecks stehen aufeinander senkrecht. Um-
gekehrt gilt auch: Stehen zwei Geraden auf-
einander senkrecht, sind sie die Diagonalen
eines Lichtecks.

£4 Ma = Espa) Msa)

Abbildung 5.1: Spiegelung in der Ort-Zeit-Ebene (Minkowski-Geometrie)

Wir konnen also euklidische Satze iiber den Flacheninhalt benutzen.

Die Geraden werden durch die Spiegelungsvorschrift in zeitartige, raumartige und
lichtartige Geraden geschieden. Zwei Ereignisse liegen zeitartig zueinander, wenn die
Verbindungsgerade innerhalb der von den Ereignissen getragenen Lichtkegel verlauft.
Die Verbindungsgerade heifit zeitartig. Liegen zwei Ereignisse auf derselben Mantel-
linie eines Lichtkegels, heiflen sie lichtartig zueinander. Verlduft die Verbindungslinie
im AuBeren der beiden Lichtkegel, heiBt sie raumartig®. Keine zeitartige Linie kann
je in eine lichtartige oder raumartige gespiegelt werden, keine raumartige Linie je in
eine zeitartige oder lichtartige.

Wir sehen uns nun die mogliche Definition eines Abstands in der neuen Geo-
metrie an. In der Galilei-Geometrie wurde die Bogenlénge einer Kurve allein vom
Zeitablauf bestimmt. Deshalb war jeder Zuwachs an Bogenlinge ein Zuwachs an
abgelaufener Zeit. Dieses Bild kann in der Minkowski-Geometrie zunéchst nur auf
zeitartige Linien iibertragen werden. Die Lénge der Weltlinie eines ruhenden Objekts
(keine Anderung der Ortskoordinaten) ist die abgelaufene Zeit. Das bleibt auch bei
einer Bewegung des Objekts so, wir miissen uns dann nur darauf beschrianken, wieder
nur die Uhr abzulesen, die das Objekt unmittelbar begleitet. Dieses Zeitmafl heifit
Eigenzeit. Eine Uhr aus der Ferne oder die in einem Inertialsystem definierte Zeit-
koordinate konnen etwas anderes zeigen. Der Ablauf der Eigenzeit wird nun nicht
mehr nur von der Anderung der Zeitkoordinate, sondern auch von der Anderung der
Ortskoordinaten bestimmt. Wenn wir im Folgenden nur unbeschleunigte Bewegun-
gen zeichnen, erhebt sich die Frage, wie man bei allgemeinen Weltlinien vorzugehen

°In der strikt zweidimensionalen Welt ist die Benennung zeitartig und raumartig reine Verein-
barung. Wenn wir uns allerdings daran erinnern, dafl die Ortskoordinate die Stelle dreier Raumko-
ordinaten hat, ist das Innere des Lichtkegels nicht mehr mit dem Aufleren austauschbar.
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Abbildung 5.2: Der Satz des Pythagoras
in der Minkowski-Geometrie

Abbildung 5.3: Ebenes Parkett mit Satz
des Pythagoras (Minkowski-Geometrie)

Wir zeichnen ein rechtwinkliges Dreieck nach Das Dreieck und die drei zugehorigen

unserer neuen Regel, rechte Winkel zu kon-
struieren. Der rechte Winkel ist der Winkel
bei C. Quadrate sind Rhomben mit Lichtli-
nien als Diagonalen (vier rechte Winkel und
Symmetrie). Dann ergeben sich Katheten-
quadrate und Hypotenusenquadrat wie ge-
zeichnet. Der Flachenvergleich zeigt, dafl die
Differenz der Kathetenquadrate gleich dem
Hypotenusenquadrat ist [145].

Minkowski-Quadrate kénnen in ein Parkett
eingebettet werden. Ersichtlich kénnen wir
vier Dreiecke, das Hypotenusenquadrat und
zwei Exemplare des kleineren Kathetenqua-
drats zu einem Minkowski-Quadrat (Rhom-
bus) zusammenfassen. Bis auf die Scherung
ist die Fliche dieses Rhombus (a + b)%. Wir
schliefen auf

2= (a+b)?—-2ab—20*=a’—0b°

hat. Da bleiben wir bei den in der euklidischen Geometrie geiibten und bew#hr-
ten Methoden: Die allgemeine Weltlinie einer beschleunigten Bewegung wird nur in
kleine Stiickchen zerlegt, die einzeln als unbeschleunigt behandelt und dann wieder
zusammengesetzt werden, ganz wie das bei der Bogenldnge in der euklidischen Geo-
metrie auch geschieht. Die Lénge jedes einzelnen Stiickchens ist die ablaufende Zeit
auf einer begleitenden Uhr, d.h. im momentanen Ruhsystem des Objekts. Das bei den
Bewegungen der Minkowski-Geometrie unverinderte Ma8 einer (zeitartigen) Weltli-
nie ist also das Zeitintervall, das von einer Uhr mit dieser Weltlinie abgez&hlt wird.
Verschiedene Weltlinien zwischen zwei Ereignissen lassen verschiedene Bogenlédngen
und damit verschiedene Zeitdauer erwarten: Das Zwillingsparadoxon kiindigt sich
an.

Den Satz vom Schnittpunkt der Mittelsenkrechten verschieben wir auf das
néchste Kapitel und sehen uns die Eigenzeit des Weltliniensegments einer sich bewe-
genden Uhr an. Dieses Problem entspricht in der euklidischen Geometrie der Bestim-
mung der Lénge eines Segments, das gegen die Koordinatenachsen geneigt ist. Das
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BC? — 0C® = 047 Ao

Masse * ¢

Masse * v

Impuls des
\\ ruhenden Objekts
N

~

Abbildung 5.4: Die Geschwindigkeits-
abhéngigkeit der Masse. I.

Wir bewerten Abbildung 5.1 als Impulsdia-
gramm. OB ist jetzt der Impulsvektor ei-
nes sich bewegenden Objekts, das in Ru-
he den Impulsvektor OA hat. Wir stellen
ihn mit der Spiegelung aus Abb. 5.1 oder
mit dem Impulsparallelogramm zu Abb. 4.7
her. In dem rechtwinkligen Dreieck OBC
ist OB die Hypotenuse, die der Lénge
nach gleich der Strecke OA ist. Der Satz
des Pythagoras sagt uns nun, dafl wir mit
BC? — OC? = OB? rechnen miissen. Nun
ist aber OC'/C B gerade gleich der Geschwin-
digkeit des Korpers in Einheiten der Lichtge-
schwindigkeit, OC/CB = v/c. Wir erhalten
also
(moc)? = OB? = m?(c® —v?).
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Abbildung 5.5: Der Compton-Effekt

Wir interpretieren Abb. 5.4 als Impulsdia-
gramm eines Stofles zwischen Photon (ge-
punktete Linien) und Elektron. Das Pho-
ton wird reflektiert, verliert aber Impuls
(parallel zu seiner Frequenz, wie wir aus
der Quantenmechanik wissen). Das ist der
Compton-Effekt. Energie und Impuls wer-
den auf das Elektron iibertragen. Es erfahrt
einen Riickstof}, und seine Masse wéchst ent-
sprechend dem eben gefundenen Gesetz. Um-
gekehrt kann ein niederfrequentes Photon
durch hochenergetische Elektronen auf hohe
Frequenzen gestoflen werden. Dies ist der in-
verse Compton-Effekt, der in der Astrophy-
sik grofle Bedeutung hat.

heifit, wir betrachten nun das Analogon des Satzes des Pythagoras in der Minkowski-
Welt. Wir kénnen ihn wieder mit elementaren Mitteln beweisen (Abb. 5.2). Analog

zum Vorgehen Euklids finden wir

¥ = ACCpAp = ACP-Ac = QaQcCQ
¢ = BAAcBc =QpQaQB
a> = CuBsBC =QcQpBC — da>—-b0*=¢.

Das Parkett in Abbildung 5.3 enthélt dieselbe Figur und einen Rhombus, der mit
dem binomischen Lehrsatz zum selben Ergebnis fiihrt.
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Das Quadrat iiber der Hypotenuse ist flichengleich der
Differenz der Quadrate iiber den beiden Katheten.

Das Minuszeichen ist das Charakteristikum der Minkowski-Geometrie. Es hat zur
Folge, dafl das Quadrat der Hypotenuse Null und sogar negativ sein kann. Wir kom-
men deshalb {iberein, das Minuszeichen den Quadraten iiber raumartigen Seiten
zuzuordnen. In Abbildung 5.2 muf} also das eine Quadrat negativ gerechnet werden.
Dann verlangt der Satz des Pythagoras hier die gleiche Addition wie in der eukli-
dischen Geometrie. — Das Quadrat {iber einer zeitartigen Seite ist immer positiv.
Seine Wurzel ist die auf diesem Segment ablaufende Eigenzeit. Das Quadrat iiber
einer raumartigen Seite ist negativ. Die Wurzel des Betrages ist der Abstand der
Endpunkte des Segments in dem Bezugssystem, in welchen die Endpunkte gleich-
zeitig sind. Wir nennen diesen Abstand entsprechend Figenldinge. Das Quadrat iiber
einer lichtartigen Seite entartet, seine Fléche ist Null. — Wéhlen wir cartesische Ko-
ordinaten mit Achsen entlang den beiden aufeinander senkrechten Seiten unseres
Dreiecks, erhalten wir etwa C' = [0,0], A = [0, 2] und B = [ct, 0]. Das Quadrat iiber
der Hypotenuse ist dann

(AB)? = (ct)? — 22 .

5.2 Einsteinsche Mechanik

Beginnen wir nun mit der Veridnderung der Impulsdiagramme. Diese mufl so ge-
schehen, daf§ mechanisch ununterscheidbare Konstruktionen nun auch kongruente
Figuren der Geometrie sind, genauer der Geometrie, die wir aus der Spiegelung der
Lichtausbreitung abgeleitet haben.

Zuerst benutzen wir die pseudoeuklidische Form des Satzes des Pythagoras, um
die Geschwindigkeitsabhdngigkeit der Masse zu berechnen (Abb. 5.4). Unser erklértes
Ziel ist ja, die Mechanik in Ubereinstimmung mit der Lichtausbreitung zu bringen.
Wir finden hier den ersten Punkt der neuen Mechanik, der sie von der klassischen
unterscheidet. Mit Hilfe der Spiegelungsvorschrift aus Abbildung 5.1 stellen wir zwei
Impulsvektoren her, die gleich lang sind, d.h., zu beiden gehort die gleiche Ruhmasse
mg. Wir konnen uns auch direkt auf den Impulssatz fiir die symmetrische Spren-
gung der Verbindung zweier gleicher Objekte berufen, wie wir sie in Abbildung 4.7
benutzt haben, und das Impulsparallelogramm OADB konstruieren. OD ist dann
der Gesamtimpuls der beiden Objekte, deren Impuls einzeln OA und OB ist. Das
Produkt mc ist die Zeitkomponente eines Impulsvektors, wie er im Stofl gemessen
wird. Beim Stof gilt fiir die Summe dieser Zeitkomponenten der Erhaltungssatz wie
fiir die Summe der anderen Komponenten auch. Im einzelnen &ndert sich die Zeit-
komponente je nach Geschwindigkeit. Nur der Betrag des Impulsvektors bleibt bei
den Bewegungen der Minkowski-Geometrie unveréandert: Er ist ein Charakteristikum
des betrachteten Objekts. Der Satz des Pythagoras lautet hier

méc® = m2c? —mv? . (5.1)
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Abbildung 5.6: Der relativistische Bil-
lardstof3

Wir zeichnen die Anordnung von Abbil-
dung 2.9, beachten nun aber, daf§ die Licht-
geschwindigkeit (markiert durch den Auflen-
kreis) eine Grenze ist und die Reduktion der
Impulse auf Geschwindigkeiten die variable
Masse zu beriicksichtigen hat (BC/AB =
mlv]/mgp). Die Galileische Relativitét, die
den Ubergang von Abb. 2.8 in Abb. 2.9 be-
griindet, ist auler Kraft. Halten wir an der
Relativitit fest, begriindet die Streufigur ei-
ne andere Geometrie, eben die Minkowski-
Geometrie der Welt. Die Punkte der oberen
Schnittebene bestimmen Geschwindigkeiten.
Sie werden uns in der hyperbolischen Geo-
metrie wieder begegnen.

73

Grenzkreis

Richtungs—
charakteristik

Stofkreis im symmetrischen Stof

Stogkreis nach Galileischer,
Stofkreis nach Einsteinscher
Zusammensetzung der Geschwindigkeiten

Abbildung 5.7: Die Stoficharakteristik

Auf die Ellipse der Geschwindigkeiten sind
die Punkte gezeichnet, die im Ruhsystem
des Schwerpunkts (Abb. 2.8) gleichmiiBig auf
der Peripherie verteilt liegen. Sie deuten an,
dafl im relativistischen Fall die Streuung in
Vorwirtsrichtung groferes Gewicht erhélt.
Die Stoficharakteristik, die wie eine Anten-
nenkeule die Wahrscheinlichkeit der Streu-
ung in die verschiedenen Richtungen zeigt,
héngt dariiberhinaus von der genauen Form
der Wechselwirkung zwischen den Stofpart-
nern ab. Kann man die Stofcharakteristik
genau vermessen, findet man gerade diese
Details, von denen wir sonst absehen.

Ist die Ruhmasse mg gegeben, beschreiben die Impulskoordinaten [mc, mv] eine Hy-
perbel, im Falle dreier Raumkoordinaten die Schale eines zweischaligen Hyperbo-
loids, die Massenschale genannt wird. Der Impulsvektor eines Objekts gegebener
Ruhmasse kann nur auf einer solchen Massenschale enden. Wir finden

mo
—
1_ C2

Das ist die berithmte Formel von der Geschwindigkeitsabhéingigkeit der Masse. Bei
dieser Gelegenheit erinnern wir uns, dafl die Masse physikalisch durch Stoffl und
Streuung definiert ist. Sehen wir uns also noch einmal den elastischen Stofl (Abb. 2.8
und 2.9) an. Der Kreis aus dem symmetrischen Fall erscheint nun beim Billardsto8

(5.2)

(moc)? = m2(c? —v?), also m =
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nicht mehr einfach schief verschoben, wie das bei einer additiven Zusammensetzung
der Geschwindigkeiten sein muf}. Statt dessen erhalten wir das in Abbildung 5.6
gezeichnete Bild. Der Kreis der nach einem bestimmten Zeitintervall erreichten Orte
wird in eine Ellipse verformt. Der Mittelpunkt des Kreises — der Zielort beim ideal
unelastischen Stofl — wird in einen Punkt verschoben, den wir als Schnittpunkt der
Verbindungsgeraden der im Einzelfall zusammengehorigen Endpunkte finden. Sei-
ne Absténde vom rechten und vom linken Rand der Ellipse stehen im Verhéltnis
der Massen der ruhenden und der stoflenden Kugel und zeigen experimentell die
Geschwindigkeitsabhéngigkeit der Masse, die wir eben berechnet haben. Nun be-
obachtet man nicht unmittelbar die Geschwindigkeiten, sondern zunéchst die Ver-
teilung der Richtungen nach dem Stofl (Streuquerschnitt). Nehmen wir an, daf} im
Ruhsystem des Schwerpunkts, wo alles ganz symmetrisch zugeht, die Bewegungs-
richtungen nach dem Stofl gleichférmig iiber den Kreis (im Raum iiber die Kugel)
verteilt sind. Setzen sich die Geschwindigkeiten additiv zusammen, bleibt die Form
des Kreises und die relative Lage der Punkte unverdndert. Bei der Zusammensetzung
nach Einstein wird nicht nur der Kreis in eine Ellipse (nach euklidischer Beurtei-
lung) verformt, die homogen verteilten Punkte riicken auch in Vorwiértsrichtung
zusammen (die Zusammensetzung der Geschwindigkeiten hat die gleiche Form wie
bei der Aberration, Abb. 4.10 oben). Wir kénnen die Dichte iiber der Kugel auftra-
gen und erhalten dann eine Stocharakteristik (den differentielle Streuquerschnitt),
die nur vom Winkel gegen die Vorwirtsrichtung abhéngt (Abb. 5.7). Nach additi-
ver Zusammensetzung der Geschwindigkeiten wére diese Charakteristik immer eine
Kugel. Durch die Einsteinsche Addition wird diese Kugel in eine Keule gestreckt.

Der Streckungsfaktor wéchst mit dem Lorentz-Faktor v = 1/4/1 — z—i iiber jede
Schranke. Er wird in allen Experimenten an Teilchenbeschleunigern beobachtet und
bertiicksichtigt. — Die trige Masse m wichst unbegrenzt, wenn die Geschwindigkeit v
sich der Lichtgeschwindigkeit ¢ ndhert, wihrend die Ruhmasse unverdndert gehalten
wird. Der Limerick [30] driickt es so aus:

To her friends said the Bright once in chatter:

“I have learned something new about matter:

My speed was so great, much increased was my weight5,
Yet 1 failed to become any fatter!”

Gleichung (5.1) ist der Ausgangspunkt fiir Einsteins beriihmte Formel fiir die
Gesamtenergie eines Objekts. Wir begriinden sie auf geometrischem (Abb. 5.8) und
analytischem Wege. Der geometrische Weg stiitzt sich auf die Berechnung des Ener-
giezuwachses als Produkt von Kraft und Weg, das wir umformen in
d

d
dE = Fdr = Pdr = dp— = vdp = vd(m|v]v)

dt dt (5:3)

5Das Wort weight assoziiert mit der Schwerkraft. Es nimmt die Aquivalenz der trigen und
schweren Masse voraus, wobei es nur die letztere ist, die auf einer gew6hnlichen Waage bestimmt
wird.
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Wir zeichnen die Hyperbel fester Ruhmasse

und einen Impulsvektor, der auf ihr endet. me
Das Dreieck der Zuwiéchse ist dem der Im- 3
pulskoordinaten &hnlich, denn die Richtung
von Impuls und Zuwachs sind die Diagonal- &
richtungen eines Lichtecks. Deshalb gilt 37

A(mce) = A(mo)

ol

Vergleichen wir diese Formel mit (5.3), so fin- T T
den wir

A(mc?) = AE .

Das Argument kann umgedreht werden. Ist
E = mc? gegeben, erhalten wir durch Dif- ; ,
ferentiation A(mc) = A(mwv) 2. Das aber my
definiert eine Hyperbel, die Hyperbel fester

Ruhmasse.

Abbildung 5.8: Energie und Masse

Wir koénnen das integrieren. In unserem Fall (Gl 5.1) ist das dE = d(mc?) und
2 — moc?. Ein anderer Gesichtspunkt ist die direkte Umformung fiir
22 = m2e2 + m2v?

FExinetisch = mc
kleine Geschwindigkeiten. Gleichung (5.1) kann in der Form m
geschrieben werden. Das formen wir um in

2 m 2

me” = m002 + —mv
m + myo

Dafiir finden wir leicht eine Naherung fiir kleine Geschwindigkeiten (d.h., mg = m):

me? = moc® + #momzﬂ ~ moc® + %va . (5.4)
Den zweiten Term kennen wir aus der Newtonschen Mechanik: Es ist die kineti-
sche Energie. Den ersten Term nennen wir Ruhenergie. Das zuné&chst nur ein Name.
Interessant wird es erst, wenn wir sehen, dafl diese Ruhenergie mobilisiert werden
kann. Bei elastischen Stoflen bleibt die Summe der kinetischen Energien erhalten,
wie also auch die Summe der Ruhenergien erhalten bleiben mufl. Anders bei un-
elastischen StéBen. Hier ist die Bilanz der kinetischen Energien nicht ausgeglichen,
folglich kann auch die Bilanz der Ruhenergien nicht ausgeglichen sein: Ruhenergie
und kinetische Energie setzen sich ineinander um’. Die Summe der Ruhenergien
und der kinetischen Energien ist gerade proportional zur vierten Komponente des
Gesamtimpulses und mufl erhalten bleiben. Deshalb ist die vierte Komponente des

"Es gibt auch Stdfe, bei denen sich Ruhenergie in kinetische umsetzt. Wir nennen sie superela-
stische St6Be oder auch Stofle zweiter Art. Die Zerstrahlung von Teilchen-Antiteilchen-Paaren ist
das extremste Beispiel.
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Impulses jedes einzelnen isolierten Objekts proportional zu seiner Gesamtenergie. Da
diese vierte Komponente auch proportional zur trigen Masse ist, gilt eine A quivalenz
von Energie und trdger Masse. Dies ist der Inhalt der berithmten Formel

E =mdc?*. (5.5)

Die Gesamtenergie eines Objekts kann als trige Masse gemessen werden. In der
Newtonschen Mechanik war die Energie immer nur bis auf eine freie Konstante be-
stimmt. Diese Wahlfreiheit ist nun verschwunden, weil die trige Masse sie nicht
enthélt. — Zunéchst ist die Energie proportional der tragen Masse. Es ist deshalb
nicht ganz genau, wenn man hier schon sagt, die Energie kann durch W dgung festge-
stellt werden. Das ist erst nach einer weiteren prinzipiellen Beobachtung erforderlich,
der Feststellung der Proportionalitit von triger und schwerer Masse®. — Es ist ein
Fehler, wenn man sagt, Energie und Masse wandeln sich ineinander um. Beide blei-
ben streng erhalten, eins ist das Mafl des anderen. Nur einzelne Bestandteile der
Energie wandeln sich ineinander um. — In gebundenem Zustand ist die Gesamtener-
gie kleiner als die Energie der Teile im dissoziierten Zustand, dementsprechend ist
die Ruhmasse des gebundenen Systems kleiner als die Summe der Ruhmassen seiner
Teile. Die Differenz heifit Massendefekt. Er ist der Bindungsenergie proportional.
Ist er negativ, ist also die Energie des Gesamtsystems grofler als die Summe der
Energien der Teile, so kann das gebundene System nicht stabil sein: Es zerfillt in
seine Bestandteile, wobei die dem Massendefekt entsprechende Energie als kineti-
sche Energie der Bruchstiicke erscheint. Ein Beispiel ist die Instabilitéit des Neutrons,
dessen Ruhmasse etwas grofler als die des Protons ist, und das als freies Teilchen in
ein Proton und zwei andere Teilchen zerféllt. Ist das Neutron aber in einem Kern
geniigend fester gebunden als ein Proton an seiner Stelle, kann es nicht mehr zerfal-
len, weil die Ruhmassendifferenz dann auch noch die Differenz der Energien dieser
Bindung ausgleichen miifite.

5.3 Kinematische Besonderheiten

Wir beginnen damit, den Doppler-Effekt (Abb. 5.9) relativistisch zu analysieren. Die
bei Abbildung 2.17 vorgenommene Bewertung mufl nun die Relativitit der Gleichzei-
tigkeit beachten. Die gefundene Periodenénderung erweist sich als Doppelverhéltnis
(Abb. 8.5). — Wir kénnen den Doppler-Effekt in Kombination mit dem Relativitéts-
postulat benutzen, um die Minkowski-Geometrie herzuleiten [17]. Wir zeigen dazu
hier nur den ersten Schritt, den Vergleich von Léngen auf Geraden verschiedener
Richtung, das ist der Transport der Einheiten zwischen Objekten in relativer Be-
wegung. Wir argumentieren mit dem Relativitétsprinzip. Der Doppler-Effekt soll

8Die Wigung sieht zunéichst merkwiirdig aus, denn niemand sagt: ,, Ich habe mich auf die Waage
gestellt und gefunden, dafl meine Gesamtenergie um drei MegaJoules zugenommen hat.” Der grofite
Teil der sich in der Gesamtmasse zeigenden Energie kann nie als reale Arbeit umgesetzt werden.
Dariiberhinaus trigt 1 MegaJoule nur etwa 10™% g zum Gewicht bei.
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symmetrisch sein, beide die Signale austauschenden und vergleichenden Apparate
sollen die gleiche Frequenzverschiebung messen, schliellich ist bis auf die rdumliche
Orientierung die Relativgeschwindigkeit die gleiche. Es soll also OB/OA = OC /OB
gelten, falls in den entsprechenden Einheiten gemessen wird. Ersichtlich ist die Hypo-
these einer universellen Zeit zum Einheitenvergleich jetzt ungeeignet. Abbildung 5.9
zeigt, wie ein Intervall OH auf OB gefunden werden kann, das zu OA gleich lang
ist. Der Punkt A markiere die Zeiteinheit auf OC. Nun suchen wir den Einheits-
punkt auf OB derart, daB OC/OA = (OB/OH)?. Dann ist der Doppler-Effekt
symmetrisch, so dafl er durch die Relativgeschwindigkeit allein bestimmt ist. Nach
Projektion auf die lichtartigen Richtungen OF und OF erreicht diese Bedingung die
Formen OC;/0OA; = (OA;/OH;)? und OBy/OAy = (OHy/OA3)?. Beriicksichtigen
wir nun die Gleichheit OBy /O Ay = OC1/OA;, ergibt sich OH; -OHy = OA; - OA,.
Das heifit, die Einheitspunkte A und H liegen auf einer gemeinsamen Hyperbel mit
den lichtartigen Richtungen als Asymptoten, wie wir das entsprechend den Abbil-
dungen 5.1 und 5.4 erwarten miissen.

Akzeptiert man die Formel E = mc? fiir Lichtquanten (etwa mit der feldtheo-
retischen Begriindung, dafl der Betrag der Impulsdichte einer elektromagnetischen
Welle multipliziert mit der Lichtgeschwindigkeit gleich der Energiedichte ist [36],
oder mit der quantenphysikalischen Begriindung fiir £ = hv und p = hv/c [107]),
so zeigt der Doppler-Effekt, daB AE = Amc? dann fiir alle Koérper gelten mus8,
die spontan ein Photonenpaar symmetrisch abstrahlen kénnen. Ein solcher Koérper
ruht vor und nach der Emission, wenn diese symmetrisch ist und die Impulse der
Photonen (p1 = —hv/c, ps = hv/c) entgegengesetzt gleich sind. In einem mit —v
bewegten Bezugssystem lautet dann der Impulssatz

hv, e+ c—v
MyorherV = Mnachher? + _( - )

C c— c+wv

Die abgestrahlte Energie ist hier

c+v cC—v
AE:hz/(\/C_U+\/C+U),

und wir erhalten

2 2
MyorherC™ = MnachherC™ + AE

Die Masse nach der Emission mufl also um den bekannten Betrag verringert sein.
Wir wissen heute, dafl es Objekte gibt, die sich vollstdndig in Strahlung umsetzen
konnen. Deshalb kénnen wir Einsteins Formal ableiten, indem wir Abbildung 5.4
neu lesen (Abb. 5.10).

Das gleiche Zeichnungsgeriist, das wir zur Berechnung der Geschwindigkeits-
abhingigkeit der Masse benutzt haben, kénnen wir nun auch hinsichtlich der ab-
laufenden Zeit auswerten. Wir finden die Zeitdilatation (Abb. 5.11). Wir betrachten
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Abbildung 5.9:
Doppler-Effekt

Wir zeichnen die Weltlinien eines Senders
und eines Spiegels zusammen mit den licht-
artigen Richtungen. Die Perioden#énderung
hangt nur von der Relativgeschwindigkeit
zwischen Sender und Spiegel ab. Um das zu
zeigen, ziehen wir durch B die Gerade EF
der mit B im Bezug auf den Sender gleich-
zeitigen Ereignisse (EG = GF). GB/OQG ist
nun die Geschwindigkeit des Spiegels relativ
zum Sender. Die Punktreihe CAO wird nun
erst auf CBBs und dann auf GBF' proji-
ziert. Mit der Invarianz des Doppelverhalt-
nisses bei Projektionen (Abb. 8.5) erhalten
wir CO/AO = CBy/BBy; = (GB/GE) :
(FB/FE) = <2,

Wir kénnen mit dem Diagramm auch den
Punkt H auf OB finden, der von O den glei-
chen Abstand wie A auf OC hat (siehe Text).

Der

relativistische

Abbildung 5.10: Die Zerstrahlung eines
Teilchens in Bewegung

Wenn ein Teilchen in Ruhe (Weltlinie par-
allel OP) in zwei Photonen zerféllt (Weltli-
nien parallel OP; und OP;), dann miissen
die Ortskomponenten ihrer Impulse entge-
gengesetzt gleich sein. Nach Spiegelung an
der Weltlinie OM konstruieren wir mit
dem Lichteck PMQ@N erhalten wir aus OP
die Richtung OQ), die Photonenrichtungen
bleiben jedoch gleich. Das Impulsparalle-
logramm mufl also dhnlich OQ1QQ> sein.
Die mwv-Koordinaten der Photonen O(); und
OQ4 ergeben sich aus dem Doppler-Effekt.
Die Geschwindigkeit zu OQ ist bekannt, und
so finden wir die Masse zu OQ) als Funktion
der Energie der Photonen.

dazu den Zeitablauf auf einer bewegten Uhr. Die Zeitintervalle im Ruhsystem des
Betrachters sind die Projektionen der Abschnitte der Weltlinie der bewegten Uhr
auf die Zeitachse. Die Zeitintervalle d7 auf der bewegten Uhr sind dagegen iiber den
Satz des Pythagoras mit der zuriickgelegten Wegstrecke modifiziert. Damit sind die
Projektionen immer ldnger als die Abschnitte auf den Weltlinien bewegter Objekte.

Es gilt

Apo AT
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Abbildung 5.11: Die Symmetrie der Zeit- Zeitdilatation und

Abbildung 5.12:

dilatation

Wir werten mit Abbildung 5.1 die Zeitkoor-
dinaten der Ereignisse aus. F'[B] ist auf OA
gleichzeitig zu B, F[A4] ist auf OB gleichzei-
tig zu A. Die Projektion einer Strecke ist also
immer ldnger als die projizierte Strecke.

(OF[A])? — (AF[A])* = (OA)* < (OF[B])?,
(OF[B))? — (BF[B])? = (OB)? < (OF[A))*.
Dabei ist diese Aussage vollig symmetrisch
und iiberdies streng homolog der Aussage
der euklidischen Geometrie, nur dafl dort die
Projektionen immer kiirzer als die projizier-

Lichtuhr

Wir zeigen den Fahrplan zweier Lichtuhren,
eine im Bezugssystem ruhend, die andere in
Bewegung. Die Uhren werden lateral bewegt.
Der Schnitt der Streifen mit einem Lichtke-
gel am Punkt A zeigt den Weg der Photo-
nen in der Lichtuhr und damit ihren Gang.
Ersichtlich ist der Gang der bewegten Uhr
(geneigter Streifen) langsamer als die in Ru-
he (senkrechter Streifen) — falls gleichzeitige
Ereignisse entsprechend der Zeit im Ruhsy-
stem bestimmt werden.

ten Strecken sind.

Das beriihmteste Beispiel fiir diesen Unterschied zwischen den Zeitintervallen eines
Prozesses in seinem Ruhsystem und seiner Projektion auf ein anderes Bezugssystem
ist das Myon in kosmischen Teilchenschauern. Das Myon — gebildet in der oberen
Atmosphére durch einen unelastischen Stof3 anderer Teilchen — zerfillt nach einer
inneren Uhr, die entsprechend quantentheoretischen Gesetzen abliuft, bereits nach
etwa 1078 s. Nach hochstens 3 m Flugweg sollte diese Zeit verbraucht sein. Dennoch
kann das Myon 100 km zuriicklegen, weil dafiir viel mehr Zeit des ortsfesten Beob-
achters zur Verfiigung steht. Die Zeitdilatation ist Voraussetzung nicht nur fiir die
Beobachtbarkeit der Myonen der Hohenstrahlung, sondern auch fiir die Moglichkeit,
instabile Teilchen in einem Beschleuniger zu préparieren.

Dabei ist die Zeitdilatation durchaus symmetrisch. Vom Standpunkt des vorbei-
fliegenden Teilchens bewegt sich das Labor, und der Zeitablauf der Uhr auf dem
Labortisch erscheint gestreckt. Der Zeitvergleich findet aber zwischen anderen Er-
eignissen als vorher statt und produziert keinen Widerspruch (Abb. 5.11). Die Zeit-
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dilatation ist nicht so seltsam, wenn wir uns die euklidische Entsprechung ansehen.
Auch in der euklidischen Geometrie ist es kein Widerspruch, dafl bei gleich lan-
gen Schenkeln eines Winkels die Projektion jedes Schenkels auf den jeweils anderen
kiirzer als der projizierte Schenkel ist, und dies ist ebenfalls ganz symmetrisch.

Mit Hilfe der konstanten Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichts konnen wir
eine ideale Uhr konstruieren, die ein Lichtsignal z&hlt, das immer wieder an den
Enden eines Hohlraums konstanter Lénge reflektiert wird. Die RegelméBigkeit ih-
res Gangs héngt nur von der Konstanz der Liange und der Lichtgeschwindigkeit ab,
nicht von den Feinheiten des Uhrenbaus. Dariiber hinaus kénnen wir ihren Gang
geometrisch bestimmen (Abb. 5.12). Wir sind ihr schon bei der Diskussion des
Michelson-Versuchs begegnet (Abb. 4.4). Je mehr der Streifen (der Fahrplan der
lateral bewegten Uhr) geneigt ist, desto schneller bewegt sich die Uhr und desto
langsamer ist ihr Gang verglichen mit der Zeit des Bezugssystems. Die Einheit ist
bestimmt durch den Schnitt des Streifens mit dem Lichtkegel. Die Streifen verschie-
dener Neigung in Richtung der x-Achse und gleicher Ausdehnung in y-Richtung
schneiden den Lichtkegel in einer Ebene y = konstant. Die Schnittkurve ist also ein
Kegelschnitt, genauer die Hyperbel, die wir schon in den Abbildungen 5.1 und 5.4
gefunden haben.

Die Symmetrie der Zeitdilatation ermoglicht die Formulierung eines Zwillings-
paradozons, auch Uhrenparadozon genannt (Abb. 5.13, 5.14). Wir ersetzen den Ver-
gleich der Koordinate Zeit mit einer bewegten Uhr durch den Vergleich zweier Uhren.
Dazu miissen beide Uhren mehrmals zusammentreffen (in Abb. 5.13 sind das die Er-
eignisse A und B). Nur eine Uhr kann dann unbeschleunigt bleiben, die andere, die
bei Relativbewegung sich erst entfernt, mufl irgendwann (Ereignis C') zuriickkeh-
ren. Die schlichte Addition der Eigenzeitelemente dieser zweiten Uhr liefert dann
einen Wert, der wegen der Zeitdilatation kleiner ist als das Zeitintervall, das auf der
ersten Uhr abgelaufen ist. Schlieflich war die zweite Uhr relativ zur ersten immer
in Bewegung, und die Zeit auf der ersten Uhr setzt sich aus den Projektionen der
Weltlinienstiicke der zweiten Uhr zusammen (Abb. 5.13): AB ist die Weltlinie eines
ortsfesten Betrachters, AC'B die eines Reisenden. Es gilt die Dreiecksungleichung
d[A,C] + d[C, B] < d[A, D] +d[D, B] = d[A, B]. Der Reisende braucht weniger Zeit
als der Daheimgebliebene. Wir finden den allgemeinen Satz: In einem Dreieck aus
Weltlinien ist jetzt die ldngste Seite linger als die Summe der beiden anderen. Dies
ist die Dreiecksungleichung der pseudoeuklidischen Geometrie?. In der euklidischen
Geometrie haben wir bereits eine analoge Situation. Der einzige Unterschied ist das
Vorzeichen. In der euklidischen Geometrie ist die dritte Seite ja immer kirzer als
die Summe der beiden anderen. Die gerade Verbindung zwischen zwei Punkten ist
die kiirzeste. In der pseudoeuklidischen Geometrie ist die Lange einer Weltlinie aber
die Zeit, die ein nach dem Fahrplan der Weltlinie bewegter Beobachter auf seiner
Taschenuhr abliest. Wir haben gesehen, dafl die ablaufende Zeit vom Fahrplan der

9Es gibt Versuche, die Minkowski-Geometrie als Effekt der Selbstwechselwirkung von Feldern in
einer ansonsten euklidischen vierdimensionalen Welt zu verstehen [82], allerdings ohne bleibenden
Erfolg.
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fir Uhr I

= Weltlinie der Uhr I

Abbildung 5.13: Zwillingsparadoxon und
Dreiecksungleichung

Wir zeichnen ein Dreieck AACB aus zeitar-
tigen Strecken und fillen das Lot DC' auf die
léngste der drei Seiten. Wegen des Minuszei-
chens im Satz des Pythagoras ist nun AD
linger als AC und DB lénger als CB. Die
Seite AB ist also ldnger als die Summe der
beiden anderen Seiten. — Bei der Projektion
der Linie AB auf ABC mufl man den Un-
terschied der Lote CC 4 und CCpg beachten.
ACy wird auf AC und CpB auf C'B proji-

ziert.

A

Abbildung 5.14: Zwillingsparadoxon und
Lichtuhr

Der Reisende wie der Daheimbleibende sind
mit Lichtuhren (Abb. 5.12) ausgeriistet. De-
ren Gang wird durch die entsprechenden
Lichtkegel bestimmt. In unserer Abbildung
zdhlen wir sieben Perioden fiir den Reisen-
den und zehn fiir den Daheimgebliebenen.
Ersichtlich kann das Netz der sich schnei-
denden Linien, die zur Konstruktion her-
angezogen werden, nicht durch Spiegelun-
gen oder Minkowski-Drehungen (d.h. durch
Anderung des Bezugssystems) der Gesamt-
figur gedndert werden. Das Resultat ist al-
so Ausdruck der invarianten Dreiecksunglei-
chung der Minkowski-Geometrie.

Uhr abhingt. Die direkte gerade (unbeschleunigte, ungeknickte) Weltlinie zwischen

zwel Ereignissen ist nun die ldngste.

Es ergibt sich schon dadurch eine ungewohnte Situation, daf iiberhaupt Un-

terschiede auftreten. Der Vergleich mit der euklidischen Geometrie zeigt aber, dafl
von diesem Standpunkt aus eigentlich die Galilei-Geometrie und damit die klassi-
sche Mechanik merkwiirdig ist, weil dort die Lénge einer Weltlinie zwischen zwei
Ereignissen nur von diesen Ereignissen und nicht von der Form der Verbindungslinie
abhéngt. — Geradezu paradox scheint die Moglichkeit, die Aussage einfach umzukeh-
ren. Bezogen auf den Reisenden ist der Daheimgebliebene in stdndiger Bewegung.
Sollte er oder sie nicht mit gleichem Recht Opfer der Zeitdilatation sein? Diese Frage
bildet das Zwillingsparadoxon im engeren Sinne. Sie setzt voraus, dafl die Griinde
fiir die verschiedenen Zeiten beim Ablesen bei B einfach umgekehrt werden konnen,
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gleichzeitig léngs

78S

Man kann die zwei Weltlinien der Zwil-
linge so préparieren, daf} beide die glei-
chen Beschleunigungen erfahren, nur eben

die einzelnen Abschnitte gleichférmiger Be-
. .~ wegung verschieden lang sind. Die Figur aus
“oN\e, Abb. 5.13 entsteht, wenn die Gerade A;B;
> an AB heranriickt und sich CCs so weit ent-
< fernt, daB C; und Cy zusammenfallen. Zur
Hilfe fiir den analysierenden Leser sind die
entsprechenden Linien gleichzeitiger Ereig-

nisse angegeben.

Abbildung 5.15: Zwillingsparadoxon mit symmetrischen Beschleunigungen

womit ein Widerspruch festgestellt wire. Nun gibt es aber einen Unterschied bei-
der Weltlinien, das ist der Umkehrpunkt C, wo Geschwindigkeit und Ruhsystem
des Reisenden geédndert werden. Der Daheimgebliebene unterliegt auch der Zeitdi-
latation, das ist richtig, aber sie muf} fiir beide Teile der Weltlinie des Reisenden
gesondert bestimmt werden. Die Analyse zeigt, dafl es nur Teile der Weltlinie des
Daheimgebliebenen sind, die auf die des Reisenden projiziert werden. Bezogen auf
den Reisenden sind die Projektionen der Weltlinie des Daheimgebliebenen zwar auch
kiirzer als die Weltlinie selbst, aber es wird nicht das gesamte Segment AB auf die
Weltlinie des Reisenden projiziert, sondern nur AC'4 auf AC' und CgB auf CB.
Die Zeitdilatation sagt d[A,C4] + d[Cp,B] < d[A,C] + d[C, B], und das ist kein
Widerspruch zu d[A, B] > d[A, C] + d[C, B].

Die Beschleunigung bei C' triagt nichts Entsprechendes zum Zeitvergleich bei. Wir
konnen die Uhr des Reisenden durch zwei unbeschleunigte Uhren ersetzen, die sich
bei C begegnen und ihren Stand vergleichen. Dann bedarf der Reisende keiner Uhr,
die eine Beschleunigung iiber sich ergehen lassen muf3. Daher ist die Antwort auf die
Frage der Symmetrie ja, die Uhr des Daheimgebliebenen ist auch vom Standpunkt
des Reisenden verlangsamt, aber nicht alle beim Daheimgebliebenen verstreichende
Zeit wird mit der des Reisenden verglichen. — Das Nachdenken iiber den Effekt einer
Beschleunigung der Uhr ist eine zusétzliche Verfeinerung und beriihrt die Feststel-
lung der Dreiecksungleichung nicht. Der primére Effekt ist der Zeitunterschied in B,
der gerade der Dreiecksungleichung entspricht. Er ist proportional zur Gesamtgrdfse
des Dreiecks. Die Beschleunigung einer Uhr betrifft dagegen den Winkel bei C' und
kann nur solche Effekte verursachen, die nicht proportional zur Grofle des Dreiecks
sind. Deshalb kénnen diese immer vom priméren Effekt getrennt werden. Im Grunde
kann eine Beschleunigung ihrerseits zwei Arten von Effekten liefern. Einmal ist das
eben der konstante Beitrag, der auf die Storung der Uhr wihrend der Beschleunigung
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Abbildung 5.16: Die Symmetrie der
Léangenkontraktion

Wir zeichnen die Weltlinien eines fahrenden
Zuges vor dem ortsfesten Bahnsteig. Wenn
der Zug so lang sein soll wie der Bahnsteig,
muf AD?—CD? = AB? sein. D liegt also au-
Berhalb von AB. Vom Zug aus beurteilt, ist
der Bahnsteig kiirzer. Allerdings liegt B auch
rechts der Weltlinie der Spitze des Zugs. Vom
Bahnsteig aus beurteilt, ist der Zug kiirzer.
Man vergleiche mit Abbildung 2.15. In jedem
der beiden Fille erscheint die jeweils andere
Ablesung nicht zur gleichen Zeit stattzufin-
den, deshalb ist der Unterschied im Ergebnis
auch gut begriindet.
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Weltlinien der Hindernisse

Hindernisreihe

B, Gleichzeitigkeit des Zaunes
Parallelitat Parallelitat
vom Zaun aus vom Stab aus

Abbildung 5.17: Ein Paradoxon der
Léngenkontraktion

In einer 2-+1-dimensionalen Welt zeichnen
wir zwei gleichformig bewegte Stdbe und ei-
ne Hindernisreihe (einen Zaun) in Ruhe. Die
Ruhlinge der Stébe (A1F; bzw. AsFEs) sei
gleich dem Abstand der Hindernisse in de-
ren Ruhsystem. Der linke Stab ist paral-
lel zur Hindernisreihe in deren Ruhsystem,
d.h., die rdumlichen Projektionen von A;B;
und CD; sind parallel. Er scheint verkiirzt
und kann passieren. Der rechte Stab ist auch
parallel zur Hindernisreihe, aber in seinem
Ruhsystem, d.h., die rdumlichen Projektio-
nen von AsFEs und CyDs sind parallel. Die
Hindernisse scheinen verengt, der Stab kann
nicht passieren.

zuriickzufiihren ist. Zum andern kann sich die Periode der Uhr irreversibel éndern?.
Der erste Effekt wiirde einen Beitrag unabhéngig von der Dauer des Experiments
liefern, wenn nur die Beschleunigungsphase immer gleich bleibt. Der zweite Effekt
wirkt noch nach dem Ende des Experiments. Keiner der beiden Effekte kann die

Zeitdilatation kompensieren'!.

Das merkwiirdige Verhalten der Zeitkoordinate finden wir auch bei Léngenver-

10Man kann wihrend der Beschleunigung graue Haare bekommen, danach aber wie vorher altern.
Das wire ein Effekt vom ersten Typ. Man kann auch erkranken und nach der Beschleunigungsphase
permanent schneller altern. Das wére ein Effekt der zweiten Art.

" Es gibt auch Untersuchungen zu Weltlinien mit gleichen Beschleunigungen (Abb. 5.15) [19] und
zu solchen ganz ohne Beschleunigung auf mehrfach zusammenhingenden Welten [32].
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gleichen wieder. Die Auswertung beziiglich der Léngen erfordert allerdings die Erwei-
terung der Zeichnung auf zwei parallele Weltlinien, etwa der Enden eines bewegten
Stabes oder eines Zuges auf gerader Strecke. Wir analysieren so die Ldngenkontrak-
tion (Abb. 5.16). Die Geschichte eines ausgedehnten bewegten Objekts (Zug) ist ein
schiefer Streifen in der Ort-Zeit-Ebene. In Ruhe (Bahnsteig) beschreibt ein Objekt
dagegen einen vertikalen Streifen. Der Vergleich der Breite beider Streifen héngt
ersichtlich von der Bestimmung der Gleichzeitigkeit ab. Ist der Zug in seinem Ruh-
system so lang wie der Bahnsteig in seinem eigenen, erscheinen beide im Ruhsystem
des anderen kiirzer als der andere. Wenn das Zugende in den Bahnsteig einfiahrt,
hat die Zugspitze den Bahnsteig noch nicht voll durchmessen, wenn die Zeitpunkte
gleichzeitig im System des Bahnsteigs gewéhlt sind. Vom System des Zuges aus be-
urteilt haben wir allerdings vorn viel zu frith abgelesen. Wenn nach den Uhren des
Zuges der Zugfiihrer in dem Moment aus dem Fenster schaut, wenn das Zugende
einfahrt, hat er die Ausfahrtsignale lingst passiert. Die erste Messung scheint eben
zu frith abgelaufen zu sein. Das bewegte Objekt erscheint immer verkiirzt [30].

A fencing instructor named Fisk

In duels was terribly brisk.

So fast was his action, Fitzgerald contraction
Foreshortened his foil to a disk!?.

Die Langenkontraktion ist also ein symmetrischer Projektionseffekt wie die Zeitdi-
latation auch'®. — Man kann fragen, weshalb die Linge bewegter Objekte zu kurz
gemessen wird, wo doch die Messung der Zeitintervalls auf bewegten Objekten im-
mer zu grof ausfillt. Die einfache Projektion raumartiger Segmente ist tatséchlich
grafler als die Segmente selbst (in Abb. 5.16 ist das Segment AD langer als AC'), aber
die Messung impliziert eben auch die Relativitéit der Gleichzeitigkeit. Deren Effekt
iiberkompensiert den Projektionseffekt. Das Resultat ist eine Langenkontraktion.
Die Symmetrie der Langenkontraktion erlaubt nun wieder die Formulierung von
Paradoxa, die ganz analog dem Zwillingsparadoxon zu analysieren sind. Wir zitieren
hier das von Shaw [123] vorgestellte Paradoxon der Lingenkontraktion (Abb. 5.17).
Ein Stab bewegt sich in seiner Léngsrichtung entlang einer parallelen Hindernisrei-
he (einer Art Zaun) und driftet dabei langsam gegen diesen Zaun. Der Abstand der
Hindernisse im Ruhsystem des Zauns und die Ruhlédnge des Stabes sollen gleich sein.
Hat der Stab die Gelegenheit, die Hindernisreihe zu passieren? Vom Standpunkt des
Zaunes aus ist der Stab wegen seiner Bewegung verkiirzt, pait also gut zwischen zwei
Hindernisse und kann auf die andere Seite wechseln. Vom Standpunkt des Stabes

2Der Durchmesser der Scheibe ist aber nicht gréBer als der Durchmesser der Klinge! Knopf wiire
also genauer als Scheibe, wiirde sich aber nicht reimen.

13Die Momentaufnahme eines bewegten Objekts enthilt nicht nur die Langenkontraktion, sondern
muf} auch noch die unterschiedlichen Lichtwege von den verschiedenen Punkten des Gegenstands
zum Objektiv beriicksichtigen. Die Berechnung des Anblicks ist also ein gesondertes Problem [109)].
Stehen die zwei Augen hintereinander, findet die Langenkontraktion des Augenabstands ihre Ent-
sprechung in einer Lingenkontraktion des stereoskopischen Bildes (Abb. 4.10 und 4.11).
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Abbildung 5.18: Aberration und Relati-
vitdt der Gleichzeitigkeit. 1.

Analog Abb. 2.12 zeichnen wir nun eine Wel-
lenfront, die sich in y-Richtung ausbreitet.
Dazu zeichnen wir die Ebenen gleichzeitig
mit ¢ = 0 (hell) und mit ¢* = 0 (dunkel).
Die Normale der Wellenfront ist eine Rich-
tung im Raum und verdndert sich bei Bewe-
gung des Beobachters nicht, solange sich an
der Gleichzeitigkeit nichts &ndert. Die Ebe-
nen t* = 0 und ¢t = 0 miissen verschieden
sein, sonst gibt es keine Aberration der Pha-
senfldchen.

Abbildung 5.19: Aberration und Relati-
vitéit der Gleichzeitigkeit. II.

Dies ist eine erweiterte Version von Abb. 4.3.
Der Beobachter bestimmt die Richtung des
ankommenden Photons [44]. Die Projekti-
on des ziemlich komplexen Fahrplans auf
die Rdume gleichzeitiger Ereignisse liefert so-
wohl die Richtung des einfallenden Photons
(Schnitt der Ebene OSO* mit t; = 0 und
OSA mit t; = 0 bzw. to = 0) als auch die
Lage der Wellenfront (Schnitt des Lichtke-
gels mit t; = 0 bzw. to = 0) zum Zeitpunkt
der Beobachtung (siehe Text).

aber bewegt sich der Zaun. Die Abstidnde der Hindernisse erscheinen verkiirzt und
verhindern die Passage. Was ist nun richtig? Das hingt davon ab, in welchem Bezug
die Parallelitit festgestellt wird. Parallelitdt im Ruhsystem des Stabes heifit Auf-
laufen im Ruhsystem der Hindernisreihe. Obwohl der Stab dort verkiirzt erscheint,
kann er nicht passieren, weil er aus der Driftrichtung herausgedreht erscheint. Ist
der Stab dagegen im Ruhsystem des Zaunes parallel, kann er passieren. In seinem
Ruhsystem ist zwar die Hindernisreihe verengt, aber der Zaun scheint in die Drift-
richtung gedreht, und der Stab kann durchtauchen.

Die mit der Relativitit der Gleichzeitigkeit verkniipfte Anderung der Orientie-
rung erweist sich auch als notwendige Voraussetzung fiir die Aberration (Abb. 4.3)
im Wellenbild [88]. Solange wir das Recht haben, uns einen Strom von Teilchen oder
teilchenartigen Objekten wie Wellengruppen vorzustellen, konnen wir das Additions-
theorem der Geschwindigkeiten zur Bestimmung der Aberration heranziehen. Beob-
achten wir dagegen Wellenfronten (wie dies mit einer adaptiven Optik geschieht),
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gibt es dafiir keinen Grund (Abb. 5.18). Wiirden wir Schall mit einer Einrichtung be-
obachten, die es erméglicht, die Richtung der Wellenfronten festzustellen, fanden wir
keine Aberration'®. Wie ist es aber mit dem Licht, das ja wirklich Aberration zeigt,
auch wenn wir es (mit gutem Grund) als Welle verstehen? Hier ist es die Relativitét
der Gleichzeitigkeit, die zur bekannten Aberration fiithrt (Abb. 5.18). Die Wellen-
front schneidet die Ebene ¢ = 0 auf einer Linie, das Momentanbild der Wellenfront.
Thre rdumliche Normale hat die Richtung der y-Achse. Bewegt sich der Beobachter
in z-Richtung, ist der Schnitt nun mit der Ebene t* = 0 wieder eine Gerade, deren
Normale in der Ebene ct* = 0 jetzt aber eine Komponente in z-Richtung hat. Das ist
die Aberration. Die Momentaufnahme in den beiden Bezugssystemen unterscheiden
sich, weil die Definition des Moments vom Bezugssystem abhéngt. Abbildung 5.19
ist die Fahrplanversion von Abbildung 4.3. Der Beobachter bewertet zum Zeitpunkt
O die rdumliche Richtung des ldngs der Mantellinie SO des Lichtkegels einfallenden
Photons als Projektion dieser Linie auf einen Raum gleichzeitiger Ereignisse [44].
Fiir den Beobachter By ist MO die Projektion von SO. Sie ergibt sich als Schnitt
der Ebene gleichzeitiger Ereignisse mit der Ebene SOO*. Fiir By mufl mit SOA
geschnitten werden, und es ergibt sich die Aberration wie im Grundrif} zu sehen.
Solange wir jedoch die Definition der Gleichzeitigkeit unangetastet lassen, bleibt
die Wellenfront ein Kreis, dessen Normalen weiter nach M zeigen. Wir miissen eine
Relativitdt der Gleichzeitigkeit akzeptieren, wenn auch diese Normalen Aberrati-
on zeigen sollen. Gehen wir wie bekannt vor, erhalten wir fiir B eine neue Ebene
gleichzeitiger Ereignisse und die Projektion NO. Der Punkt N ist der Mittelpunkt
der Schnittfigur mit dem Lichtkegel. Mit der geeigneten (Minkowski-)Eichung der
Koordinaten ist die Schnittfigur wieder ein Kreis, die Normalen zeigen alle nach N,
und die Aberration der Normalen ist mit der des Teilchenbildes identisch.

Es zeigt sich, dal es gerade in der Minkowski-Geometrie — soweit die Kinema-
tik betroffen ist — moglich ist, die Lichtausbreitung sowohl als Strom von Teilchen
(Photonen) als auch als Wellenphénomen anzusehen. Weil nun die Relativitiat der
Gleichzeitigkeit der zentrale Punkt ist, kann man das Argument sogar umkehren.
Wir koénnen von der Beobachtung einer teilchenartigen Aberration ausgehen und
eine Relativitéit der Gleichzeitigkeit suchen, die diese Aberration fiir Wellenfronten
reproduziert. Dann erhalten wir die Minkowski-Geometrie!® [3].

4¥resnel, der die absolute Gleichzeitigkeit nicht in Frage stellen konnte, war sehr verwundert, als
er merkte, dafl Wellenfronten keine Aberration zeigen. Er berief sich deshalb auf die Arbeitsweise
konservativer Teleskope. Diese schneiden mit der Aperturblende eine Wellengruppe aus der Front
heraus, die sich dann durch das Teleskop bewegt und Aberration zeigt, obwohl der Wellenfront
vor der Aperturblende diese fehlt. Allerdings muB man dann einen Ather in Kauf nehmen, des-
sen Bewegung nicht abgeschirmt werden kann, und der alle Materie ungehindert und ungebremst
durchdringt.

5Wir betonen nochmals, dafl die Aberration der Phasenflichen ein Effekt erster Ordnung ist. Er
1Bt sich deshalb nicht wie das Nullergebnis des Michelson-Versuchs durch Konstruktionen model-
lieren, die an der absoluten Gleichzeitigkeit festhalten.
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5.4 Das Netz

An diesem Punkt kénnen wir nun feststellen, dafl wir ein ganzes Netz von Aussa-
gen haben, die alle der Minkowski-Geometrie &quivalent sind, wenn man das Re-
lativitdtsprinzip anerkennt. Zunéchst hatten wir die Minkowski-Geometrie aus der
Isotropie der Lichtgeschwindigkeit abgeleitet. Unsere erste Beobachtung war die Re-
lativitét der Gleichzeitigkeit. Mit den entsprechenden genauen Koeffizienten stellt sie
den essentiellen Teil der Lorentz-Gruppe dar: Eine Bewegungsgruppe, die solch eine
Relativitdt der Gleichzeitigkeit einschlieit, kann nur die die Lorentz-Gruppe sein.
Danach leiteten wir die Geschwindigkeitsabhéngigkeit der Masse ab und fanden, dafl
umgekehrt die Relativitdt der Gleichzeitigkeit aus dieser Geschwindigkeitsabhéngig-
keit konstruiert werden kann. Wir haben gezeigt, dal die Formel E = mc? folgt,
aber mit dem gleichen Erfolg kénnen wir aus dieser die Geschwindigkeitsabhéngig-
keit der Masse herleiten, etwa mittels der Definition des Energiezuwachses in Glei-
chung (5.3) und deren Integration zur Gleichung (5.4). Andererseits kénnen wir auch
mit dem Einsteinschen Additionstheorem der Geschwindigkeiten beginnen, das die
Invarianz der Lichtgeschwindigkeit unmittelbar zeigt, aber auch die Relativitét der
Gleichzeitigkeit (Kapitel 8, Abb. 8.7). Bondi [17] beginnt die Diskussion mit der
Symmetrie des Doppler-Effekts. Schliellich kénnen wir verlangen, dafy die Aberrati-
on des Lichts fiir Wellenfronten und Photonen gleich ist. Das impliziert ebenfalls die
bekannte Relativitit der Gleichzeitigkeit. Das so entstehende Netz ist in Tabelle 5.1
zusammengestellt.

5.5 Schneller als das Licht

Gibt es Bewegung schneller als das Licht? Fragen wir die Geometrie. Wir haben diese
mit Spiegelungen erzeugt. Die Weltlinie eines ruhenden Teilchens kann nur kongruent
(d.h. Spiegelbild) einer zeitartigen Linie sein, die Bewegung mit einer Geschwindig-
keit kleiner als der Lichtgeschwindigkeit beschreibt. Oft verweist man auf die Ge-
schwindigkeitsabhéngigkeit der Masse und argumentiert, die Lichtgeschwindigkeit
konne nicht erreicht werden, weil auch grofie und langandauernde Beschleunigungen
am Ende immer nur die Energie (und mit ihr die Masse) erhéhen, die Weltlinie aber
immer zeitartig bleibt. Ein Korper in Ruhe kann auch bei Zufuhr beliebiger Energie
die Lichtgeschwindigkeit nicht erreichen: Die Lange seines Impulsvektors kann sich ja
nicht d&ndern und fixiert die Geschwindigkeit auf v < ¢. Dennoch gibt es lichtschnel-
le Teilchen, die Photonen, die nicht auf Lichtgeschwindigkeit beschleunigt werden,
sondern schon bei ihrer Entstehung Lichtgeschwindigkeit haben. Ein lichtschnelles
Teilchen hat einen Impuls der Lénge Null, d.h., es hat keine Ruhmasse mg. Dennoch
hat es eine Masse, die sich bei Sto8en mit anderen Teilchen bemerkbar macht. Nur
zur Ruhe kann es nicht gebracht werden, ebensowenig wie es beschleunigt werden
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Tabelle 5.1: Das Netz der Grundaussagen der Relativitétstheorie

Aquivalenz von

Masse und Energie
Abb. 5.8
Einsteins Masse abhingig von
Zusammensetzung [ Abb. D.7— der Geschwindigkeit
der Geschwindigkeiten m =mg/\/1 —v2/c2
Aberration
Doppler;E‘ﬁ'e}lf t gleich fiir
SYMIMELHse Teilchen und Wellen
Abb. 8.7
Abb. 4.9 Abb. 4.7
Abb. 8.7
Abb. 5.9 Abb. 5.18
Isotropie .
der — Abb. 4.6 — al .Rlellat:,}cx.fek o
Lichtausbreitung elchzertighel

kann'6. Die Linge Null des Impulsvektors bindet die Bewegung des Teilchens an
den Lichtkegel. Auch diese Richtungen in der Raum-Zeit kénnen bei Spiegelungen
nicht umgekehrt werden. Die Fixierung der Geschwindigkeit von realen Bewegungen
auf v < ¢ sichert eine Kausalordnung in der Welt — alle Wirkung wird nur in einer

5 Merkwiirdigerweise kann man grundsitzlich auch ein Photon auf eine Waage legen, obwohl es
dabei nicht zur Ruhe gebracht werden kann. Eingesperrt in einen Kasten mit ideal spiegelnden
Wiénden bewirkt sein Gewicht, dafl die Stéfle gegen den Boden etwas mehr Impuls iibertragen als
die StoBe gegen den Deckel. Die Differenz, die sich pro Zeiteinheit ansammelt, ist das Gewicht
des Teilchens. Dies war eins der Argumente, mit denen sich Einstein fiir das Aquivalenzprinzip als
Grundlage der Gravitationstheorie entschied.
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Zeit 4

Teilchen nach Rickstof

Abbildung 5.20: Spiegelung von Tachyo-
nen in die Vergangenheit

In einem Strom von Teilchen fester Ruhmas-
se werde ein Tachyon gegebenen Impulsqua-
drats spontan emittiert und von einem an-
deren Teilchen des Stroms elastisch reflek-
tiert. Dann trifft es das Teilchen, dem es seine
Emission verdankt, vor der Emission.

Die Tachyonenrichtungen im Fahrplan sind
durch die Konstanz der Impulsquadrate der
Tachyonen und der Teilchen des Stroms be-
stimmt (Abb. 5.21). Zur Konstruktion dieser
Richtungen ergénzen wir die Abbildung mit
Hilfslinien zur Impulsbilanz und den Massen-
schalen der beteiligten Teilchen.
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Abbildung 5.21: Impulsbilanz der Ta-
chyonenspiegelung.

Der Impulsvektor EB wird in den Impuls-
vektor AB des Tachyons (der auf der raumar-
tigen Massenschale des Tachyons liegen muf})
und den Impulsvektor EA zerlegt (der auf
der gleichen Massenschale wie EB endet.
Wir finden A als Schnittpunkt zweier Hyper-
beln.

Zur Reflexion konstruieren wir zunéchst
den Gesamtimpuls FD als Summe von FC =
EB und CD = AB. Dieser wird wieder wie
gehabt zerlegt in einen Tachyonenimpuls FG
und einen Teilchenimpuls GD. Der Punkt G
ist wie Punkt A der Schnitt zweier Hyper-
beln, deren Zentrum nun F bzw. D ist.

Die Spiegelungsvorschrift allein verbietet aber Bewegung mit Uberlichtgeschwin-

digkeit zunéchst nicht, so wie sie auch Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit nicht
unterbindet. Es bleibt, andere Argumente zur moglichen Existenz iiberlichtschnel-
ler Teilchen zu finden. Voraussetzung bleibt nur, dafl diese die Relativitét nicht
storen. — Uberlichtschnelle Teilchen nennt man Tachyonen [43]. Thr Ruhmassenqua-
drat mufl negativ angesetzt werden, ihre Ruhmasse also imaginér. Auch Tachyonen
konnen nicht zur Ruhe gebremst werden, weil das negative Ruhmassenquadrat den
Impulsvektor ins AuBere des Lichtkegels verbannt. Tachyonen miissen bereits zum
Zeitpunkt ihrer Bildung Uberlichtgeschwindigkeit haben.

Drei wichtige Argumente sprechen gegen die Existenz von Tachyonen. Zum ersten
ist die Zeitkomponente eines raumartigen Impulsvektors nicht nach unten begrenzt.
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Diese Komponente ist aber, wie wir wissen, die Gesamtenergie des Tachyons. Die
Energie eines Tachyons kann also beliebig negative Werte annehmen. Stellen wir
keine relativitdtsbrechenden Nebenbedingungen, kann ein Tachyon dann auch be-
liebig viel Energie freisetzen. In einer Bilanz iiber normale Teilchen wiirde sich das
als spontane Energieerzeugung bemerkbar machen: Nie ist dies in einem Experiment
nachweisbar aufgetreten. Zum zweiten konnte sich ein Teilchen in Ruhe durch spon-
tane Emission eines Tachyons negativer Energie in Bewegung setzen. Das ist bei
der Emission eines Photons oder unterlichtschneller Teilchen nicht moglich: Da muf3
sich die Ruhmasse des Emitters bei Emission dndern. Im Grundzustand, in dem der
Emitter keine Energie mehr abgeben kann, kann er keine Photonen spontan emittie-
ren und keinen Riickstof erfahren. Im Gegensatz dazu éndert die spontane Emission
eines Tachyons nicht notwendigerweise die Ruhmasse des Emitters, ja kann sie sogar
noch erhohen. Sie ist also auch im Grundzustand des Emitters moglich. Man sollte
sich also wundern, wieso tiberhaupt das erste Newtonsche Axiom der Mechanik halt-
bar ist, wenn es Tachyonen gibt. Schliefllich kénnen Spiegelungen einen raumartigen
Vektor vollig umkehren. Ein im Teilchenstrom spontan emittiertes und elastisch ge-
streutes Tachyon kann vor der Emission wieder auf das emittierende Teilchen treffen
(Abb. 5.20,5.21). Ein Limerick [30] stellt es so dar:

There was a Young Lady named Bright
Whose speed was much faster than light.
She started one day in a relative way
and returned by the previous night.

Die kausale Ordnung der Ereignisse scheint aufgehoben. Wir beobachten aber keine
spontane Emission im Grundzustand, keine Stérung des ersten Newtonschen Axioms
und keine Storung der kausalen Ordnung. Es bedarf erheblicher geistiger Klimmziige,
sich um diese drei Argumente herumzumogeln. Im makroskopischen Experiment gibt
es keine Tachyonen.



