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Zusammenfassung: Entropie ist ein heute viel verwendetes Wort, meist in
Metaphern, in denen alles so unbestimmt schwammig bleiben kann. Was
aber ist Entropie? Wann und warum nimmt sie immer zu? In diesem Artikel
soll ein Zugang geodffnet werden, der nicht nur einfach, sondern auch richtig
ist, und der die Fallen des Ublichen Gebrauchs durchschauen lasst.

1 Die Entropie muss wachsen

Die Bewegung der Molekel in einem Liter Luft kann man weder theoretisch noch prak-
tisch noch numerisch im Einzelnen erfassen oder verfolgen. Man kann nur versuchen,
die Kenntnis einfacherer Bewegung und die Statistik der Bewegungen zur summarischen
Beschreibung zu verallgemeinern. Die geschieht in der Warmelehre und dort missen wir
beginnen.

Wir kennen alle das Phanomen der Temperaturausgleichs und wissen, dass es eine
Mischungsregel fur die Temperatur gibt, die auf die spezifischen Warmen der beteiligten
Objekte zurtickgreifen muss. Die Temperatur wird mit der spezifischen Warme gewichtet,
damit die Mischungsregel als Erhaltungssatz einer Warmemenge gelesen werden kann:

ATy + eoTs = (1 + ¢2)Tena (1)

Ist 7 > T3, dann wird Objekt 2 beim Ausgleich die Warmemenge 0Q2 = co(Tena — 1) von
Objekt 1 Gbernehmen (6Q1 = ¢1(Tena — 11) UNd 6@ + 6@ = 0).

Diese Warmemengen sind Ausdruck von Energie und missen auch im Energiesatz
der Mechanik bericksichtigt werden, wenn Reibung oder unelastische StéBe und Verfor-
mungen eine Rolle spielen. Es gibt ein mechanisches Warmeaquivalent, das gestattet,
Warmemengen in mechanischen Energieeinheiten zu beschreiben.

Ein System ist im Gleichgewicht, wenn zwischen seinen Komponenten kein Warme-
transport mehr stattfindet. Solche Zustande werden durch die duBeren Umstande und
den Energieinhalt beschrieben. Lage und Impulse der Molekel und ihre mikroskopische
Bewegung bleiben dabei offen, wenn man davon absieht, dass die innere Energie in we-
sentlichen Bewegungsenergie dieser Molekel darstellt. Die Bewegung wird bisweilen als
ungeordnet bezeichnet. Das trifft es aber nicht besonders gut. Die Bewegung muss es
schaffen, in einer nicht zu langen Zeit eine Wahrscheinlichkeitsverteilung der Lagen und
Impulse der einzelnen Teile und Teilchen zu realisieren. Dann ist diese Wahrscheinlich-
keitsverteilung ist der thermodynamische Zustand des Systems.

Nun kann man ein solches System durch Variation der auBeren Bedingungen (Warme-
kontakt und Volumenveranderung zuvorderst) ganz vorsichtig durch eine Kette von Zustanden
fihren und zurickfihren. Dann zeigt es sich, dass die Bilanz der zugefiihrten Warme-
mengen ebensowenig aufgeht wie die Bilanz der mechanischen Arbeit. Das wird in den
Warmekraftmaschinen ausgenutzt, die Warme in mechanische Arbeit umwandeln. Aller-
dings findet man eine ordentliche Bilanz, wenn man die Warmemengen geeignet wichtet.



Die Wichtung ist eine Temperatur, wie sich noch heraussstellen wird. Ist das System zum
Anfangszustand zurlckgekehrt, geht die Bilanz der gewichteten Warmemengen auf:

1
Zfécg:o. (2)

Ganz vorsichtig heif3t dabei, dass das innere Gleichgewicht nie verlassen wird, die Zu-
standsanderungen auf dem Wege also immer umkehrbar, reversibel bleiben. Das ist eine
schoéne Idealisierung, denn in der Praxis ist besonders der Warmetransport im Gleichge-
wicht heikel. Die gewichtete Warmemenge heif3t Entropie.!

Entropie ist gewichtete Wirmemenge.

Der Begriff betrifft also zunachst thermodynamische Zustande, nicht die momentanen
Zustande der Teile und Teilchen des Systems. Das ist ein anderes Thema, das spater
noch wichtig wird. Der thermodynamische Zustand schlief3t notwendig den inneren Pro-
zess, die innere Bewegung ein, die daflrr sorgt, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung
Uber die unzuganglichen Detail-Zustande so schnell realisiert wird, dass Messungen und
reversible Veranderungen davon nicht berihrt werden.

Betrachten wir nun das einfachste Ungleichgewicht, zwei Objekte verschiedener Tem-
peratur. Wenn sich die Temperaturen angleichen, muss die Bilanz der Warmemengen
aufgehen, denn andere Energie spielt dabei nicht mit. Dann kann aber die Bilanz der
Entropie nicht aufgehen: Die Entropie wachst beim Ausgleich.

5Q1+5Q2:O,5Q2>0,T2<T1—>(SS:@+@>O 3)
T Ty
Mit dem Warmekontakt erlauben wir ein neues Gleichgewicht, das sich dann mit einer
Erhéhung der Gesamtentropie einstellt.

Nun sieht es so aus, als gabe es keine Beispiele, wo sich Ungleichgewichte von selbst,
ohne auBeren Eingriff einstellen. Warum also nimmt die Entropie immer nur zu? Dazu
mussen wir uns die mikroskopische innere Bewegung ansehen. Wenn wir den thermo-
dynamischen Zustand mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung beschreiben, gehort dazu
auch eine entsprechende Beschreibung der inneren Bewegung.

Wir konstruieren uns ein stochastisches Modell. Es ist zwar plausibel, weil es unsere
Unkenntnis der Details darstellt, gewinnt aber seine Berechtigung nur durch seinen Er-
folg. Das System sei zu einem bestimmten Zeitpunkt mit der Wahrscheinlichkeiten p; im
Zustand i, i = 1,...,n. Die Summe der Wahrscheinlichkeiten ist natirlich 1, schlieBlich
sollen die Wahrscheinlichkeiten als relative Haufigkeiten verstanden werden kénnen. Die
Mikropozesse sorgen nun dafiir, dass ein System im Zustand k& nach der Zeit At mit der
Wahrscheinlichkeit P [At] im Zustand i ist (wieder muss Y-, Py, = 1 fUr alle k£ gelten).
Dann gilt

n

pilt +dt] = Z e[dtpe[t] . Pldt] = 0 + Ripdt . 4)

Mit dieser Konstruktion ist der stoc_:_hastlsche Proze3 als homogener MARKOV-Prozel3
festgelegt. Die GroBen Py heiBen Ubergangswahrscheinlichkeiten. Die Unabhangigkeit

1Oft findet man die Bezeichnung reduzierte Wirmemenge. Das Wort reduziert assoziiert aber eine Subtraktion, um die es gerade nicht geht. Den-
ken wir an die Mechanik: dort muss die Geschwindigkeit gewichtet werden, damit die Bilanz aufgeht. Die Entropie verhilt sich zur Wiarmemenge
wie der Impuls zur Geschwindigkeit, hier wird mit der reziproken Temperatur gewichtet, dort mit der trigen Masse.



der Pj, von der Zeit t und der Anfangsverteilung p;[t] sind wichtige Voraussetzungen.
Die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten gentigt wegen der Erhaltung der Gesamt-
wahrscheinlichkeit

Zﬂkzl- )

Die Verkettung zweier Zeitspannen ergibt fiir zeitunabhangige Ubergangsraten R;, wegen
Pldty 4 dty] = > Py[dty] Py[dts)
l

das Integral
P = exp[tR)| (6)

Zuerst fragen wir nach einer Verteilung pg;, die sich mit der Zeit nicht andert (die stati-
onar ist), flr die also

it + A = S PulAtlelt] = pilt] ™

gilt. Eine solche Verteilung ist L6sung der homogenen Gleichung

Z Rixpor =0 )]
k=1
Eine solche LOsung existiert, weil wegen Y-, R;,. = 0 die Zeilen der Matrix R linear abhangig
voneinander sind.

Im folgenden wird noch eine weitere Voraussetzung gebraucht. Die Bewegung des Sy-
stems soll so verlaufen, dass die Zustande nicht in statistisch isolierte Gruppen zerfallen.
Zwischen zwei beliegigen Zustanden soll mindestens in einer Richtung eine Kette von
Ubergéngen konstruiert werden kénnen, deren Ubergangswahrscheinlichkeiten alle po-
sitiv sind. Nur dann konnen die Mittel Gber die Wahrscheinlichkeitsverteilung als zeitliche
Mittelwerte der Gesamtbewegung realisiert werden. Diese Voraussetzung heif3t Ergoden-
hypothese, deren prinzipielle Bedeutung erst in der Statistik der kontinuierlichen Orts- und
Impulszustande richtig zum Tragen kommt. Hier ist die Situation wesentlich einfacher; ist
diese Voraussetzung nicht erflllt, wird das System neu definiert, d.h., bei gegebenem An-
fangszustand werden nur die Zustande gezahlt, die nicht vom Anfangszustand statistisch
isoliert sind. i

Nun endlich kommt die entscheidende Voraussetzung der Symmetrie der Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten,

Pix = P )

Die Begrlindung dieser Voraussetzung ist die mikroskopische Reversibilitat der mecha-
nischen Bewegung. Die beiden Richtungen des Ubergangs zwischen zwei Zustanden
werden durch die mikroskopische Bewegung nicht unterschieden. In dem Modellsystem
kann dieser Sachverhalt durch die Symmetrie der Matrix der Ubergangswahrscheinlich-
keiten beschrieben werden. Die genauere Analyse dieser Voraussetzung birgt noch viele
Feinheiten, auf deren Diskussion wir hier aber verzichten missen. Das Wesentliche wird
durch die Symmetrie (9) erfasst.

In unserem einfachen Modell bendtigen wir von dieser Symmetrie nur die schlichte

Folge
> Pyp=1.
k



Das fuhrt zur Gleichung (7) auf die Lésung

1
Poi = — . (10)

n
Die Gleichverteilung ist nun stationar. Ist sie auch stabil, ist sie eine Gleichgewichtsver-
teilung, die bei kleinen Stérungen nicht aus der Ruhe kommt und sich von allein wieder
einstellt?
Wir sollten eine GroBe finden, die fir die Gleichverteilung ein Maximum hat und bei
allen anderen Verteilungen zunimmt. Eine solche GréB3e ist

1
H:Zpiln—. (11)
i Di

Zuerst ist H so konstruiert, dass jeder Zustand unabhangig von den anderen und struk-
turgleich mit den anderen einen Beitrag liefert, der nur von seiner Wahrscheinlichkeit p
abhangt. Nun ist die Funktion xln% konkav, ihr Graph is immer nach unten gebogen,
d.h. ihre zweite Ableitung ist immer negativ. Flr eine solche Funktion gilt die JENSENsche
Ungleichung: Der Funktionswert fur ein Mittel (f[>"; ¢;z;]) verschiedener Stellen x; ist im-
mer gréBer als das Mittel der Funktionswerte (3", ¢; f[x;]), wenn natirlich die Summe der
Koeffizienten ¢; gleich 1 ist:

frme <0 und Zq =1 folgt Zq flai] < f[z GiTi) - (12)
Setzen wir in dieser Ungleichung f = ycln[ ], fur z; = p; und fur ¢; = 1/n, finden wir
i 1
E;Piln[g] S;gln[zk%] (13)
und aufgeldst
zi:pi ln[; ] <In[n Zn—ln I ) (14)

Die GroB3e H hat also fur die Gleichverteilung ein MaX|mum, groéBer als Inn kann sie nicht
werden.
Setzt man nun

flpilt + dt]] = szkdtpk[“
ein, so ergibt sich wegen (10)
flpilt +dt]] > > Py
k
Nach der Summation Uber i liefert 5
S flpilt +dt]] =" flpxlt] - (15)
) k

Diese Ungleichung enthalt die vorangestellte Aussage Uber die Funktion H. H kann unter
der Voraussetzung 3";. P, = 1 nur zunehmen. Wir nennen nun die Gr63e H vorsichtig sta-
tistische Entropie des Systems. Wir wir noch zeigen mussen, erfillt sie die Eigenschaften
der thermodynamisch definierten Entropie S, so dass wir beide gleichsetzen kénnen.



Vorerst klaren wir noch einige wichtige Eigenschaften der statistisch gewonnenen Entro-
pie.

Die GrdBe S ist unter den anderen Uber nach dem Schema H = Y, p; f[p:] konstru-
ierbaren Funktionen, die im Laufe des stochastischen Prozesses nur zunehmen kdnnen,
dadurch ausgezeichnet, dass sie flr ungekoppelte bzw. sehr schwach gekoppelte Syste-
me additiv ist, die Entropie zweier ungekoppelter Teilsysteme ist gleich der Summe der
Entropien dieser Teilsysteme. Das ergibt sich auf folgende Weise.

Zwei Teilsysteme seien beschrieben durch Zustande i, (i = 1,...,n) und k, (k =
1,...,m). Die entsprechenden Wahrscheinlichkeitsverteilungen seien p; bzw. g,. Der Zu-
stand des Gesamtsystems wird gekennzeichnet durch das Indexpaar [i, k], die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung werde mit r;;, bezeichnet. Sind die Teilsysteme nicht miteinander
gekoppelt, dann kann die Verteilung Uber die Zustdnde des einen Systems nicht vom
konkreten Zustand des anderen abhangen, es muss gelten

Tik = Piqk -

Setzt man dies in die Formel fiir die Gesamtentropie ein, so ergibt sich
1
H = > rypln—
ik Tik

1 1
= Zpiqk(ln —+In —)

ik bi qk
1 1
= piln—+ ) qrln—
z@': Di Zk: qk
= H,+H,

Im Fall gekoppelter Systeme ergibt sich
H < H + H,. (16)

Erst durch diese Eigenschaft ist die statistische Entropie H (16) vor allen anderen ana-
logen GréBen ausgezeichnet. Die Entropie ist also so konstruiert, dass die Entropie ei-
nes Systems immer kleiner gleich der Summe der Entropien der Teilsysteme ist, wobei
Gleichheit im Falle der Entkopplung der Systeme eintritt.

Das absolute Maximum erreicht die Entropie fur die Gleichverteilung aller Zustande:
Die Bedingung S maximal unter der Nebenbedingung der Normierung impliziert

O (S flpd = A pe = 1)) = Flo] = A =0,

Op;

d.h., die Wahrscheinlichkeiten sind unabhangig von k. Da f konkav ist, liegt ein echtes
Maximum vor. Der stationare Zustand pg, = % ist also auch statistisch stabil. Dieser Zu-
stand stellt sich zudem als Grenzzustand ein.

Eine Matrix R;, mit 3", R, = 0 und R;;, = Ry; hat auBBer dem Eigenwert Null nur nega-
tive Eigenwerte. Bei der Berechnung von (6) werden die Komponenten zu den negativen
Eigenwerten im Laufe der Zeit immer mehr unterdriickt. Ist der Eigenwert Null einfach,
d.h., gibt es nur einen stationaren Zustand, dann bleibt Gbrig:

lim sz = a;ag .
t—o0



Es gilt a; « p;o, und wegen der Normierung von a;, also a, = vn~! . Es ergibt sich

limPik:l, limpi:l.
t—o0 n t—o0 n
Ein abgeschlossenes System entwickelt sich immer auf seinen stationaren Zustand hin,
hat es diesen Zustand erreicht, so ist die Entropie maximal, und die Verteilung ist stabil.
Die Entropie hat dann den Wert
H=1nn (17)

Was missen wir etwa flr ein ideales Gas einsetzen? Der Wert von n war in unserer
Rechnung die Anzahl der mikroskopischen Zustande. Fir das ideale Gase haben wir das
raumliche Volumen fir jedes einzelne Teilchen und die Oberflache der Energieflache

pi=FE

im Impulsraum einzusetzen, also

3N-—-1

2]_

H =In[VNwsn(2mE)

Das ergibt
dV 3N —1dFE
=Ny t+—F

Setzen wir 25-1 = 1 und pV = NT, erhalten wir die bekannte Form des ersten Hauotsat-

zes, namlich

dF = TdS — pdV

mit den Zustandsgleichungen pV = NT und E = 31T Die statistische GroBe H ist
tatsachlich die Entropie S, T' die absolute Temperatur (in Energieeinheiten). Wir haben
also die statistische Begriindung der Entropie gefunden haben die Sicherheit gewonnen,
dass sie in der von einem Nichtgleichgewicht ausgehenden Prozess von allein nur zuneh-

men kann.

2 Entropie und Information

Wir kehren noch einmal zur Frage der Unordnung zuriick. In der Anordnung einer Menge
von Objekten ist keine Unordnung. In der Folge 0123456789 ist nicht mehr und nicht
weniger Ordnung als in 0187456329, nur eben eine andere Ordnungsvorschrift (die Folge
der natirlichen Zahlen n die eine, n®mod10 die andere). Fanden wir eine Tastatur, wo die
Buchstaben alphabetisch angeordnet sind, wirden wir sagen, dass da jemand etwas
durcheinandergebracht hat.

Ein Prozess allerdings, der auf einer Menge von Zeichen vorgefunden oder einge-
richtet wird, kann eine Entropie haben. Wie in der thermodynamischen Sichtweise auch,
sollte er eine Wahrscheinlichkeitsverteilung realisieren. Im Fall eines Textes konnte das
die Haufigkeit der einzelnen Buchstaben oder Buchstabengruppen sein, im Fall eines
Messprotokolls die Haufigkeit der einzelnen Messwerte.

Ein Messergebnis a;, das dabei Gberhaufig (groBe Wahrscheinlichkeit p;) auftritt, tragt
wenig (neue) Information (Wir haben das doch schon immer gewusst). Ein Messergebnis,



das selten auftritt, erzeugt dagegen den Aha-Effekt. Die mittlere Information in einem
Messprotokoll ist wieder mit

1
S=3 pin ] (18)

brauchbar definiert: Diese Form bewahrt sich bei der Beschreibung komplizierterer Ob-
jekte und Situationen.?

Die GroBe (18) ist immer noch die Entropie eines Prozesses, nicht des Alphabets a;.
Man sieht das am einfachsten, wenn die gleich Folge als Folge von Buchtstabenpaaren
angesehen wird. Dann haben wir einen anderen Prozess, der sich nun auf die Haufigkeit
der Buchstabenpaare bezieht und im Grunde auch ein neues Alphabet, das der Buchsta-
benpaare, benutzt. Der Wert der Entropie ist dann wieder ein anderer.

Kehren wir zu den einzelnen Buchstaben zurlick, sehen wir, dass die Entropie eines
Textes nicht groBer als In[n] sein kann. Ist die Entropie kleiner, kann man eine Codierung
mit weniger Buchstaben und klrzerer Textlange finden.

Die statistische Sicht legt nahe, die Entropie als dimensionslose GroBe zu definieren.
Dann ware die Temperatur in Energieeinheiten darzustellen. Der Umrechnungsfaktor ist
die BoLTzMANN-Konstante k. Die der Temperatur 7" = 300 K entsprechende Energie ist
dann £ = kT =~ ..ccoccoeenn. Das ist unpraktisch klein, deshalb bleibt man bei Kelvin.
Wenn man bedenkt, dass in 1 | Luft bei 300 K etwa 10%6”- mikroskopische Bewegungen
unterschieden werden kdénnen und jeder dieser Freiheitsgrade k7" Energie tragt, dann
sinddas ....... Ws flir 300 K.

3 Fallen

e Ohne den im Einzelnen nicht messbaren, verfolgbaren oder praparierbaren Prozess,
der die Wahrscheinlichkeiten in nicht zu langen Zeiten realisiert, gibt es keine Entro-

pie.

e Insbesondere hat ein Zustand in einer endlichen Menge keine Entropie und keine
Unordnung.? Entropie findet sich dagegen in einem Prozess, in dem aus dem Ele-
mentevorrat einer Menge eine genigend lange Folge herausgegriffen wird, die wie
eine zeitliche Folge die Haufigkeiten der Elemente realisiert.

e Nur im ungehemmten Gleichgewicht ist die Entropie gleich dem Logarithmus der
GroBe der Menge der beteiligten Zustande. Nur dann kann man von einem Maf3 der
Anzahl der Méglichkeiten sprechen. Bereits beim Ubergang von einer abzéhlbaren
zu einer kontinuierlichen Menge muss renormiert (Unendliches abgezogen) werden.
Wenn KOntakt zu einem Warmebad in Betracht gezogen wird, gibt es eine ohnehin
eine andere Formel.

e Man wahlt nicht deshalb den Logarithmus, weil die Zahlen sonst zu grof3 werden,
sondern weil die Entropie sich bei Zusammensetzungen addieren soll.

2Man findet gelegentlich, dass der Logarithmus zur Basis 2 verwendet wird. Ein Wechsel in der Basis des Logarithmus bedeutet jedoch nur die
Abspaltung eines konstanten Faktors.

3 Auch der Zustand eines Kinderzimmers verdient erst dann den Begriff der Entropie, wenn die Unordnung so schnell wechselt, dass auch die
Kinder nichts wiederfinden.



e Auch wenn das Universum expandiert, nimmt seine Entropie dabei nicht wesentlich
zu. Die Expansion bringt die einzelnen Materiekomponenten nicht aus dem Gleich-
gewicht, nur ihre Mischung verliert die gemeinsame Temperatur, wenn die Ausgleich-
sprozesse (die dann wieder einen kleinen Entropiezuwachs schaffen) zu langsam
werden. Auf keinen Fall wachst die Entropie wie der Logarithmus des Volumens.

e Entropie ist keine Be- oder Entwertung (Qualitat) der Energie, sondern eine eigenstandi-
ge Quantitat, die man bilanzieren kann.

e Der zweite Hauptsatz (die Entropie kann in einem unbeeinflussten System nicht ab-
nehmen) hangt an der Einsicht, dass die Ubergangswahrscheinlichkeiten symme-
trisch sind. Das sind sie auch, wenn, wie vorausgesetzt, der interne Prozessablauf
nicht manipulierbar ist. Kdnnte man die mikroskopische Umkehrbarkeit (Symmetrie
der Ubergangswahrscheinlichkeiten) brechen, wiirde auch die Entropie dann von
allein abnehmen kdnnen. Diese Konstruktionen werden unter dem Stichwort Max-
well'sche Damonen untersucht.

4 Thermodynamik

Wie alle guten GrdBen ist auch die Entropie durch einen Erhaltungssatz definiert. Wenn
Warme eine Rolle spielt, ist Warme eine Form der Energie, und fir die Energie gibt es
einen Erhaltungssatz, der hier Erster Hauptsatz der Warmelehre heif3t. Firr die Warme-
menge gibt es keinen Erhaltungssatz, sie soll ja gerade mit anderen Energieformen aus-
tauschbar sein. Wenn man ein System in Ruhe lasst, stellt sich nach einiger Zeit (Re-
laxationszeit) ein Zustand ein, der sich von allein nicht mehr &ndert. Stért man diesen
Zustand kurzzeitig und nicht zu stark, geschieht das erneut. Veranderungen, die langsam
gegen die Relaxationszeit sind, hei3en quasistatisch und sind reversibel: Der Bereich der
Gleichgewichtszustande wird nie verlassen. Fir diese reversiblen Veranderungen gibt es
einen Faktor, der aus der Warmemenge eine ErhaltungsgréBe macht (wie in der Mecha-
nik, wo do Masse aus der Geschwindigkeit eine ErhaltungsgréBe macht, namlich den
Impuls). Die zur Warmemenge gehorende Erhaltungsgrof3e ist die Entropie S, der Faktor
ist die (absolute) Temperatur 7. Zur Erinnerung daran, dass wir nicht Gber die Energie
auBerer Bewegung sprechen, bezeichnet man die innere Energie der Objekte mit dem
Buchstaben U.
Die Anderung dU der inneren Energie U des System bei quasistatischer Zufuhr §Qs
von Warme ist einfach
dU = 0Qqs = TdS (19)

Quasistatische Fihrung ist meist mit Arbeit verbunden, etwa durch Fihrung des Volu-
mens, dann entsteht die bekannte Form

AU = 0Qqs + 6A = TdS — pdV (20)

Was geschieht bei schnelleren Prozessen? Da verlasst das System das Gleichgewicht,
und nach Abschluss der auf3eren Prozessfihrung wachst die Entropie ganz von allein.
Am Ende ist 50

ds > T 21)



Die Begriindung liegt, wie wir gesehen haben, im Ablauf der inneren Prozesse, die das
Gleichgewicht wieder herstellen.

In jedem physikalisch konkreten System hangt die Anzahl der Zustande eines abge-
schlossenen Systems von der konkreten Struktur, d.h. von der Anzahl der Teilchen im
System, von der Gesamtenergie des Systems und anderen mechanisch manipulierba-
ren Parametern (etwa dem Volumen) ab. Der Zusammenhang n = n[E, N, X| (E ist die
Energie des Sytems, N die Anzahl der Teilchen im System, X symbolisiert die tbrigen
Strukturpapameter) muss sich aus der Kenntnis der Mechanik des Systems ergeben. Zu-
sammen mit (17) ergibt sich die Entropie als Funktion dieser Parameter: S = S[E, N, X| =
Inn[E, N, X].

Stehen zwei Systeme in Kontakt miteinander, so kénnen Prozesse stattfinden, die
zwischen diesen Systemen GréBen Ubertragen, die flr eine abgeschlossenes System
erhalten bleiben missen (Energie, Teilchenzahlen, Volumen). Bleibt bei dieser Wechsel-
wirkung der Hauptteil der mikroskopischen Prozesse unbeeinfluf3t, dann entstehen in den
einzelnen Systemen voneinander unabhangige Verteilungen, die Entropie des Gesamtsy-
stems ist gleich der Summe der einzelnen Entropien. Ein Beispiel sind zwei Gasvolumine:
Energieaustausch kann stattfinden durch den Stof3 der Molekel auf eine beiden Systemen
gemeinsame elastische Wand, der Hauptteil der St6Be aber findet innerhalb der Syste-
me statt und wird durch den Kontakt nicht beeinflut. Ein solcher Kontakt definiert die
thermodynamische Wechselwirkung. FUr jedes Teilsystem existiert eine Beziehung

Sa = Soc[Eom NomXOc] . (22)

Die thermodynamische Wechselwirkung bewirkt nun die Veranderlichkeit der einzel-
nen E,, N, und X,. Zwischen den einzelnen Teilsystemen ist demgeman ein Prozel3
zu bericksichtigen, der diese GroBen transportiert. Sind die Strukturparameter X, ad-
ditiv (Volumen und ahnliches) so ist der Prozess nur durch die Erhaltungssatze fir das
Gesamtsystem

SE, = E
SN, = N (23)
Y X, = X

eingeschrankt. Dieser Prozef3 erreicht ein Gleichgewicht, wenn

OSI[Er N, X, | 08~ E N-N, X=X, _ 05 08 _

OE, OE, dE, OB,
OSI[En, N, Xi | OS)E - B, N =N, X=X, _ 0% 08 _ o8

aN, aN, ON, 0N,
OSI[Er Ny, X, | 05,[E~ B N =Ny X=Xy 08 08, _

dX, 09X, X, 09X,

Die Ableitungen £ = 22, £ —= 25 ynd £ = 22 sind charakteristische Parameter der

Teilsysteme. Stehen die Teilsysteme in einem Kontakt miteinander, der den Austausch
einer additiven Gré3e erlaubt, fir die ein Erhaltungssatz gilt, dann sind im Gleichgewicht



die partiellen Ableitungen der Teilentropien nach diesen GrdBen fir alle Teilsysteme iden-
tisch. Kénnen zwei Systeme Uber eine schwache Wechselwirkung Energie austauschen,
dann stellt sich im Gleichgewicht
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ein. Diese partiellen Ableitungen reprasentieren die phanomenologische Temperatur.

In einem abgeschlossenen System haben alle Zustande gleiche Wahrscheinlichkeit, es
treten aber nur Zustande einer bestimmten Energie auf. Durch den Kontakt mit anderen
Systemen kann sich die Energie andern, Zustande 7 mit verschiedenen Energien E; wer-
den im ProzeB miteinander verbunden, die in einem abgeschlossenen System statistisch
isoliert waren. Bertcksichtigen wir also nun, dass der im Modellsystem stattfindende sto-
chastische Prozel3 Zustande mit verschiedenen Energien einschlie3t. Das System, durch
dessen Anschluf3 die Energieanderungen maoglich werden, sei so grof3, dass der Anteil
der Energie des Modellsystems an der Gesamtenergie vernachlassigt werden kann und
der Differentialquotient gﬁ fir das groBBe System festliegt. Einer Verteilung p; im Modell-

E
system entsprechen eine QI'ellentrople und eine Teilenergie

Andert sich E im Verlauf des stochastischen Prozesses, dann muss diese Anderung
durch das gro3e System ausgeglichen werden, dessen Entropie andert sich daher um
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Das Maximum der Gesamtentropie wird durch das Maximum von
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unter der Normierungsbedingung >, p; = 1 gegeben, es entsteht eine Exponentialvertei-
lung
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Das ist eine Art universeller barometrische Héhenformel: Die Wahrscheinlichkeit eines
Zustands nimmt exponentiell mit seiner Energie ab.

Die Bedingung (26) ist auch als Maximum der Entropie des Modellsystems unter der
Bedingung fester mittlerer Energie F interpretierbar. Dann ist 1/7, der LAGRANGE-Multiplikator
der Nebenbedingung. Die GroBe Z wird aus der Normierungsbedingung bestimmt:

E
7= expl-=] . (28)
k 0



Sie heif3t Zustandssumme. Aus der Kenntnis der Funktion Z = Z[T, E;] kbnnen alle an-
deren GréBen des Modellsystems bestimmt werden:

TomZ), E=T5—— 0 (InZ2). (29)
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Es ergibt sich
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d.h. (25) ist realisiert. Die Kombination F' = E — T'S heif3t freie Energie. Bei gegebener
Temperatur 7" und festen Parametern N und X nimmt das System im Gleichgewicht ein
Minimum der freien Energie an. Die freie Energie wird direkt aus der Zustandssumme
berechnet:

F=-ThZz (30)

Wegen (29) heil3t die freie Energie ein thermodynamisches Potential. Die Potentialei-
genschaft hat ' nur, wenn es als Funktion von 7" und den N und X entsprechenden
Paramtern (hier E;) gegeben ist. Die Entropie hat wegen (24) die Potentialeigenschaft,
wenn sie als Funktion von E, N und X entsprechenden Parametern gegeben ist.

Die Energie eines Systems mit der Gleichgewichtsverteilung (27) kann auf zweierlei
Arten verandert werden. Einmal durch die Anderung des Parameters T' der Verteilung,
aber auch durch die Anderung der Energiewerte E; fir die einzelnen Zustande. Letzteres
entspricht mechanischer Arbeit am System. Befindet sich das System im Zustand i, ist die
zu leistende Arbeit dE;. Die Beeinflussung der Energie des Systems durch den Parameter
T geschieht ohne auBere Arbeit am System, vielmehr missen dazu die Eigenschaften
des Warmebades verandert werden, denn das Warmebad bestimmt die mittlere Energie
bei festen F;. Die auf3ere mechanische Arbeit wird gegeben durch die Differentialform

k

Mit der Wahrscheinlichkeit p, muss dE), aufgewendet werden. Die Form der p; wird ent-
sprechend (29) substituiert:

§A = Z a—EkdEk (32)
Insgesamt ergibt sich
OF
Z @dEk + o dl =04 - 5dT". (33)

Das Differential der Energie des Systems ist daher in der Form
dE =d(F+TS)=TdS + /A (34)

darstellbar. Hier steht: Die Energie des Systems wird auf mechanischem Wege (§A)
und Uber die Kopplung der mikroskopischen Prozesse zwischen System und Warme-
bad geandert. Die nicht makroskopisch mechanische Form des Energieaustausches ist
der Warmetransport, die Bezeichnung Warmebad fir das angekoppelte gro3e System ist
damit gerechtgertigt. Der statistische Ablauf der mikroskopischen Prozesse impliziert die



Maoglichkeit einer makroskopisch nichtmechanischen Energielbertragung, deren Eigen-
schaften Gegenstand der Thermodynamik sind. Andererseits bedeutet diese Erklarung
der thermischen Phanomene ihren Anschluf3 an die klassische Mechanik. Die Ubertrage-
ne Warmemenge wird durch 6@ = T'dS gegeben. Die Warmemenge ist nur infinitesimal
definiert. Die Differentialform ist nicht integrabel, man kann nicht vom Warmeinhalt eines
Systems sprechen, nur von seinem Energieinhalt U. Von dieser Nichtintegrabilitat der
Warmemenge hangt die Existenz periodisch arbeitender Warmekraftmaschinen ab: Eine
solche Maschine durchlauft einen Zyklus von Zustanden, und ist nach einem Umlauf die
gesamte aufgenommene Warme ¢ 6Q) von Null verschieden, so ergibt sich die gesamte
aufgenommene Arbeit § § A Uber

fa@+745A:7§dU:o (35)

Eine Maschine, die in einem Zyklus insgesamt Warme aufnimmt, muss mechanische
Arbeit leisten und umgekehrt. Es ist keine periodisch arbeitende Maschine maoglich, die
nichts an ihrer Umgebung verandert auf3er durch ihre Arbeit und die Arbeit leistet. Es ist
immer ein Warmelieferant nétig (1. Hauptsatz der Thermodynamik).

Ein System, das durch thermische Kopplung an ein Warmebad mehrere Energiewerte
annehmen kann, Uber die sich dann eine Exponentialverteilung einstellt, heif3t kanoni-
sches Ensemble. Eine wichtige Verallgemeinerung entsteht, wenn nicht nur Energieaus-
tausch mit einem Reservoir in Betracht gezogen wird, sondern auch Teilchenaustausch.
Den Zustanden des Modellsystems entsprechend im folgenden nicht nur bestimmte Ener-
giewerte Ej, sondern auch bestimmte Teilchenzahlen N4, (die Sorte ist durch A bezeich-
net,im der Zustand des Systems durch k). Auf diese Weise kénnen Difussionsgleichge-
wichte und chemische Reaktionen beschrieben werden.

Ein System, dessen Zustanden verschiedene Werte N, zugeordnet sind, zerfallt in
statistisch isolierte Zustandsgruppen, wenn kein entsprechender Teilchenaustausch mit
anderen Systemen stattfinden kann, bzw. wenn keine geniigend allgemeinen chemischen
Reaktionen maoglich sind.

Das Modellsystem sei in Kontakt mit einem sehr groBen System, gegen dessen Ener-
gie und Teilcheninhalt das Modellsystem vernachlassigt werden kann. Analog (26) ist die
Anderung der Entropie des Reservoirs bei der Abgabe der Energie AE und der Teilchen-
zahl AN an das Modellsystem

0So 0S50

ASy = ——— - .
So 55 AFE BN AN
Der Zustand des Reservoirs soll davon nur unwesentlich beeinfluBt werden, d.h. % =
+ und % = —L sollen festgelegt sein. Dann wird das Maximum der Gesamtentropie
gegeben durch das Maximum von
E  uN

oder das Minimum von

U=FE—-TS—uN, (37)

wobei diese GréBen nur flir das System ohne Reservoir berechnet werden. Das Reservoir
sichert nur die Konstanz der Parameter 7" und . Es entsteht wieder eine Exponentialver-



teilung
1 1

Pr = Z exp[—T(E’;,C — ulNg)| - (38)

Das Potential ¥ ist durch die Zustandssumme gegeben,

1
[T, p, By, Ny = =TInZ = —TIn[> exp[—f(Ek — uNg)]] - (39)
k

und bestimmt alle anderen GréBen des Systems analog (29):

ov ov ow
pk—aEk,S— 8T’N_ aM,E—\II+TS+ALN. (40)
Werden mehrere Teilchensorten A ausgetauscht, dann hat man N und p mit A zu indizie-
ren und Gber diesen Index zu summieren, wo das Produkt p/V auftritt.

Das so definierte System heif3t groBkanonisch. AufBere mechanische Arbeit kann am
System wieder durch Variation der Energien E,. der einzelnen Zustande modelliert wer-
den. Die Teilchenzahlen N, dagegen gehdren zu den Charakteristiken eines Zustandes,
Anderung von N, bedeutet Ubergang zu einem anderen Zustand. Die Folge N, ist durch
Arbeit allein unveranderlich. Die mittlere au3ere Arbeit bei einer Anderung dE} ist

ov
0A = —dE, . 41
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Damit lautet das Differential von ¥
AU = A — SdT — Ndu .
Mit der Formel (40) fUr die Energie des Systems ergibt sich schlief3lich
dE = TdS + A + pdN . (42)

Die Energie des Sytems kann erhdht werden durch Warmezufuhr (6QQ = 7'dS), durch
Arbeit am System (d Apecn = >; pid E;) und durch Teilchenzufuhr (0 Achers = >°; p:d N;). Der
Parameter ;. bezeichnet den Energiezuwachs pro Teilchen, er heif3t chemisches Potential.
Der Anteil 6 Ao, @an der Energiezufuhr stellt eine chemische Arbeit dar.

5 Systeme aus gleichartigen Teilchen

Die einfachste und zugleich wichtigste Realisierung des groBkanonischen Systems wird
in einem allgemeinen System aus vielen gleichartigen Teilchen beobachtet, die alle nur
schwach miteinander wechselwirken. Dann besitzt jedes Teilchen eine Reihe von Teil-
chenzustanden a mit der Energie ¢,, und der Zustand des Gesamtsystems ist durch eine
bestimmte Anordnung der Teilchen in den Teilchenzustanden gekennzeichnet. Betrach-
ten wir das Teilsystem, das aus allen Teilchen besteht, die sich im Teilchenzustand «
befinden. Dieses Teilsystem hat die Energie ne, und die Teilchenzahl n, wenn es von
n Teilchen besetzt ist, d.h., wenn n Teilchen in diesem Zustand sind. Das so definierte
Teilsystem steht im Energie- und Teilchenzahlkontakt mit dem Rest des Sytems, der ein



Reservoir gegentiber dem Teilsystem darstellt. Die Zustande des Teilsystems werden mit
n numeriert. Die Verteilung ist gro3kanonisch.

1 €a — Mqvp
DPn = Z(GXP[ T ) (43)
ist die Wahrscheinlichkeit dafir, dass sich n Teilchen im Teilchenzustand o befinden. Im
Gleichgewicht haben T und p fir alle Teilchenzustande gleiche Werte.
Die Zustandssumme soll fir zwei Falle berechnet werden. Im ersten Fall kbnnen sich
beliebig viele Teilchen im gleichen Teilchenzustand befinden, die Zustandssumme ist eine
unendliche Reihe:

7 = ;i (exp[— 60‘; H]>n = (1 — exp[—ea; ,u]>_1 (44)

Im zweiten Fall kbnnen nie zwei Teilchen im gleichen Teilchenzustand sein, jedes Teil-
chen fullt den Zustand, in dem es sich befindet, formal aus. Die Zustandssumme besteht
dann nur aus zwei Summanden:

ea—u]
T |-

Aus der Zustandssumme ergibt sich die mittlere Teilchenzahl im betrachteten Teilchen-
zustand, die mittlere Besetzungszahl des Zustands.

Z =1+ exp[— (45)

1
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D = (46)
falls beliebig viele Teilchen den gleichen Zustand haben kénnen, und
1
zﬂ:npn P 1 47)

falls zwei Teilchen nicht den gleichen Zustand haben kdnnen. Als erste Teilchensorte, fir
die der zweite Fall eintritt, wurden die Elektronen identifiziert. Nur unter Annahme des
PAULI-Prinzips — Elektronen kdnnen einen Zustand nur einfach besetzen — kann er-
klart werden, weshalb in der Reihe der chemischen Elemente bestimmte Eigenschaften
periodisch wiederkehren und keine monotone Veranderung mit der Kernladungszahl be-
obachtet wird. Die Quantenmechanik begriindet auch das Auftreten der zwei Falle fir
die Besetzungsmoglichkeit eines Teilchenzustands. Teilchen mit der Eigenschaft, jeden
Zustand nur einfach zu besetzen, heiBen Fermionen, die anderen hei3en Bosonen.

Zusammen mit der Kenntnis des Spektrums der Teilchenzustande liefern die Formeln
(46) und (47) die Physik der Gleichgewichtszustande in einem Vielteilchensystem. Ist
die Temperatur 7' und die Gesamtteilchenzahl des Sytems gegeben, dann hat man das
chemische Potential Gber die Bedingung

NZeXpea—ul

zu berechnen.
Die Statistik des BosEg-Teilchens erfordert die Existenz eine Teilchenzustands niedrig-
ster Energie, das chemische Potential liegt immer unter diesem Energiewert. Fir sehr



tiefe Temperaturen (7" gegen 0) wird die Besetzungswahrscheinlichkeit eines Zustands
mit ¢, > p immer kleiner. In der Grenze sind alle diese Zustande unbesetzt. Bei Erhaltung
der Teilchenzahl sammeln sich alle Teilchen im Zustand niedrigster Energie (das man
dann Bose-Kondensat nennt). Das chemische Potential konvergiert dann gegen diesen
Wert.

In der Statistik der FErRMI-Teilchen trennt der Wert des chemischen Potentials die
Zustande hoher Besetzungszahl (e, < u) von den Zustanden niedriger Besetzungszahl
(e« > p). Das chemische Potential heif3t deshalb auch FErRMI-Grenze. Flr sehr tiefe Tem-
peraturen sammeln sich alle Teilchen in den Teilchenzustanden unterhalb dieser FERMI-
Grenze. In diesem Fall wird der Wert der Grenzenergie durch das Teilchenzustandsspek-
trum und die Gesamtteilchenzahl bestimmt: 1 ist dann der Wert, fiir den gerade N Teil-
chenzustande mit einer Energie kleiner . existieren.

N=3Y1 (48)

ea<p

Die Sprungfunktion
0 fir p<e

T 1 for > €
wird bei Temperaturen ungleich Null verwischt. Das Energieintervall, in dem n wesentlich
von 0 bzw. 1 verschieden ist, hat die Breite

AE ~ 2T . (49)

limn = O — ¢

In der Herleitung der Formeln (46) und (47) wird der Teilchenzustand « als thermody-
namisches Teilsystem betrachtet. Untersucht man nun das einzelne Teilchen als Teilsy-
stem, so findet man (46) und (47) nicht bestatigt. Das einzelne Teilchen ist ein kanoni-
sches Sytem, es steht im Energiekontakt zu allen anderen Teilchen. Die Wahrscheinlich-
keit, dass sich das Teilchen im Zustand « befindet, ist

1 a
Pa = exp[—%] (50)
Die mittlere Anzahl von Teilchen im Zustand « ist gleich 7, = Np,, was sich in der Form
P €a — 1
— — 51
Tia = exp| T ] (51

darstellen laBt. Allerdings gilt die Formel (50) nur, wenn das einzelne Teilchen auch prin-
zipiell verfolgt werden kann. Deshalb finden wir hier eine dritte Form neben (46) und (47).
Wenn jetzt jedes einzelne Teilchen als individuelles wohldefiniertes System angesehen
wird, charakterisiert die Besetzungszahl n den Zustand des Teilsystems «, das in der Ab-
leitung von (46) und (47) betrachtet wurde, nicht vollstandig. Zustande von « mit gleichem
n kdnnen sich dadurch unterscheiden, dass die Besetzungszahl n von verschiedenen
Teilchen realisiert wird. Die Formeln (46) und (47) setzen aber (vorhin stillschweigend)
voraus, dass es nicht darauf ankommt, welche Teilchen im System sind, sondern nur wie
viele Teilchen im System sind. Im Gegensatz zu (51) werden dort die Teilchen also nicht
unterschieden.

Die Quantenmechanik klart, wieso gleichartige Teilchen als prinzipiell ununterscheid-
bar angesehen werden missen, wieso also die Besetzungszahlen (46) und (47) beob-
achtet werden und (51) nur als Grenzfall fir sehr kleine Besetzungszahlen realisiert wird.



Bei sehr gro3en Energien ¢, wird exp[“=*] sehr viel groBer als Eins, die drei Formeln
sind dann nahezu gleich. Fir solch niedrige Besetzungszahlen kommt eben auf sehr vie-
le Teilchenzustande nur ein Teilchen, so dass die durch Teilchenpermutation entstehende
Vielfachheit hier vernachlassigbar gegen die Unterschiede ist, die sich bei hGheren Be-
setzungszahlen ergeben.

Sind die Teilchenzustande diskret und ist der Zustand niedrigster Energie eindeutig,
dann sammeln sich bei niedrigen Temperaturen Bosonen nur in diesem Zustand. Das
Gesamtsystem ist dann mit Sicherheit in einem bestimmten Zustand, die Entropie ist
Null. Fir T" — 0 hangt die Verteilung auch nicht davon ab, welche speziellen Werte ¢,
die einzelnen Teilchenzustande haben, die Entropie ist fir 7" — 0 also auch unabhangig
von den Arbeitsparametern «,. Ahnliches gilt fir Fermionen. Am Punkt T — 0 sind alle
Zustande o unterhalb einer Grenze (der FERMI-Grenze) besetzt, alle Zustande dartiber
unbesetzt. Wegen der Ununterscheidbarkeit der Teilchen ist das Gesamtsystem wieder
sicher in einem bestimmten Zustand, die Entropie wird Null.



